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СКОРОСТЬ ТОЧНИ. 


Дополненая *). 
$1. 

Выведемь выфаженя для провкцфй скорости точни на какум- 
узодно ось. 

При этомъ могутъ представиться два случая: пефвый, когда 
ось, на которую мы проектируемъ, сохраняетъ неизм&нное направ- 
лен1е въ пространств; второй, когда направлен1е оси измня- 
ется съ теченземъ вре- 
мени. Пусзь_((Ж=лг бу- 
детъ скорость двику- 
цейся точки. › (черт. 
1). Проводимъ изъ на- 
зала координатъ прамую 
© параллельную дан- 


ной оси р. три угла 


Чертекъ 1. о, В ›} ‚которые пря- 


ия О@ образуетъ съ осями координатъ, опредфляютъ направлен1е 
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оси проекцай $ 
Проекц:я скорости 1^ на ось ф равна: 


ли соз (и () = 4 в050% + урок +4 05}, 


Преобразован1е этой формулы производится въ кахдомъ изъ 


двухъ вышеуказанных случаевъ отдзльно. 


Первый случай. Когда ось 4 н6 измьняетъ своего направле- 
н1я въ пространств®, углы ©, В з Х постоянны, поэтому коси -— 


нусы ихъ можемъ ввести подъ знакъ производной, получаемъ: 


аксо5 (6) _ о Кхеозое) + _ 4.0058), ввозу) _ оЩевозвецозув оз), 44] 
т ® < о а о 


тд8 “ рад\усъ-векторъ точки .1(. 


а[2-созе, [3] 
ак РМ ИЖЕ 
е05(.() 


Вшофой случай. Когда направлен1е оси й съ течен1емъ вре- 
мени измьняетсл, углы ©, В и ‚ а слёдовательно, и коси- 
нусы ихъ будутъ нзкоторыя функц!и отъ времени. Въ этомъ слу- 


ча можемъ написать: 


а -. Ис) __ х оо 
о а ` Ге 


у: созб, — Заре и сфоо5В ы 
а Е { а 


3 _ сор). _ д ео 
д ар 4% 


Такимъ образомъ: 


теео550 = Че, Чен , Алор Е о. 


— сои] _ ео. 
= (ав ты +5 чеР.). 


ЧИН ЗИ УЧЧИИРИГУЩИИНИОТ 


ЕЕ и 


Преобразуемъ второй членъ въ правой части послфдняго ра- 
венства. Отложимъ отъ начала координатъ по лин1и ©( длину ОЛ, 
равную единиц$ длины; при движен1и оси’ $ будетъ двигаться и 
точка: ; скорость этой точки обозначимь черезъ ^^, „.Такъ какъ 
рад1усъ-векторъ точки + равенъ единиц, то координаты ея бу- 
дутъ с05% , со т 205 › сльдовательно, выражен1я: 


себ, ‚ юозВ , 405, 
о ой" ой 


представляють проекцуи скорости ‘точки 4 на координатныя оси, 
закъ что : 


_феоьоь — 1. 60$ (#00) , 
—аеозВ — 605 (в,У ), 


а 2 
260 = 605+, %). 
а тогда 
та +256 + бе = % 1 605,4). 


Такимъ образомъ, проекц1я скорости на какую-угодно ось 
($); ваправлене которой измёфняется съ течен1емъ времени, рав- 
ва: 

ли ось (о, й) = “Ионы. ч.1 соли) ...2.........(8) 


Замъчан1е 1-ое. Скорость всегда перпендикулярна къ ОА, 
(а, слФдовательно, также 10 ) потому что точка 5+ движется, 
вообще говоря, по поверхности шара, - въ частном случа по 


окружности круга, - съ центромъ въ начал$ координатъ. 


Замъчанае 2-ое. Формула (1) представляет частный случай 
формулы (2): когда ось сохраняетъ неизмённое направлен1е въ 
пространств$, ^, - 0, и второй чденъ правой части формулы (2) 


обращается въ нуль. - 


$ 3. Приложене выведенных форнулъ. 
Въ изкоторыхь вопросахъ о движен!и точки въ. плоскости 
удобно выёсто прямолинейных координатъ ввести коофдинаты по- 
ляфныя. 


Найдемъ выраженфя проекц{й скофости точки „ДЕ на радтусъ- 


векиорь (.Д], или взо продолженуе 94 и на пефпендикуляфъ „Л, 
возстановленный къ фадфусу-вектору въ пу сторону, въ которую 


уъолъ 4 возфаставть (черт.2); получимъ: 


оО те енота (3) 
9605 (и, М) -*$ НИИ (4)*) 


Всли движен1е точки известно въ полярныхь координатахъ, 


т,е., если дано: 
3 `)К *- 10%, 
. 9-40, 
ТО НАХОДИМЪ: 
#40, 
9-0, 


и подотавляемъ въ 
-х формулы (3) и (4). 
Если же дви- 


Чертежъ 2. жен1е задаво в% 


прямолинейныхъ координатахъ, то сначала переходимъ къ поляр- 


ыы Какъ ци в% первой часши, полныя производныя по вфемени \ 
обозначаень значками, поставленными наверху справа: первую 
производную однимъ значкомъ "вторую производную двумя знач - 


хами ". 
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нымъ, пользуясь извфстными формулами: 


ЗОРЗАСОЯЯ оужищИ 5. 
Выводъ фофмулы (3). Такъ какъ рад1усъ-векторъ ©16, на ко- 
торый мы проектируемь, измёняетъ свое каправлен1е, то пользу- 
емся формулами (2): 


певоьб а - ЗЫ оби), 


ГД у, есть скорость точки Е › лежащей на 04 и отстоящей 
отъ начала координатъ на единицу длины. 


сеъ.0 -1. 
Слфдовательно, первый членъ въ правой части посиёдняро равен- 


ства обращается въ 


2. 
< 


На основанфи замёчан1я 1-го ($1, стр.7), скорость 1-19 
слфдовательно: : 
со5(ел;) = 0, 


а потому второй членъ обращается въ нуль. Такимъ образомъ 


Выводъ фофмулы (4). Изъ начала координат проводимъ пря- 
мую, параллельную оси-/{0., и откладываемь на этой прямой отъ 
начала координать длину 054. ‚ равную единиц длины, 

Воспользуемся опять формулой (2). 


сои, 0) - Зое - олуеоз О, 


гдё \\ есть скорость точки 26 7 
По услов1ю „Аб , сл$довательно, 
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с0ъ(а,.16)=0; 
а потому первый членъ послёдняго равенства обращается въ нуль. 
На основан1и замфчан1я 1-го ($1, стр. 7), скорость %1 9, |: 
слёдовательно, ил 1%, ю направлена въ противоположную сто- 
рону; поэтому 

соз(а/м) =-1, 

2 (4,0) - 4. 


`Длина дуги, которую описываетъ точка 4 „ тоже равна Ф , 
такъ какъ рад1усъ этой дуги равенъ единиц, слёдовательно, ско- 
рость %-$ . Такимъ образонъ: 


со (Ш)  -%9С1) = 4: 


На основан1и формулъ (3) и (4), величина скофости въ по- 


лярныхъ координатах выразится формулой: - 


$ 3. Родозрафъ скорости. 


Точка .1{ , описывая траектор1ю, нифеть скорость, которая съ 
течен1емъ времени изм$няется, вообще говоря, и по величин и 
# по направлен1ю. Что- 

И Хх, бы имёть  назлядное 
ЕЕ представлен1е объ 
измф$нен1и величины и 
направлен1я скорости 
точки, проводимъ изъ 


-Х 
начала координатъ 


прямыя, равныя и па- 


раллельныя скоро- 


Черлежзъ 3. стямъ движущейся точ- 


1 - 


ки: ОН-НЛИХ, ОН, ЧЕЛ, , ит.д. (черт. 3). ь 

Лия1я, представляющая геометрическое исто точек. Я... 
называется зодотрафомъ скофости точки В . 

Когда движен1е плоское, годографъ будетъ кривая плоская. 
Воли дано 2-10, 4-40) › то уравнен1е годографа можно полу- 
чить слфдующимъ образомъ: пусть координаты точки Ж будуть <, 
ил : ь 

"ч с. 0-65 (О. 0Т), 


м, = ОЯ. соз (0,09). 
Но (0, по величин& и ваправлен1ю равна скорости. ; сл&- 


довательно: 


а = М, 


] 


= 2% = 


Такимъ образомъ, зная движен1е точки, мы легко составимъ 
дифференцирован1емъ по времени выражен1я ‘для перемённыхь ко- 
ординать точки годографа. - Исключая $ изъ найденныхь двухъ 


уравнен1й (<) ‚ получим уравнен1е годографа ы 
$(т.,4)- 0. 


Если двиконзе точки не плоское, то и годографъ вообще кри- 
вая не плоская. 

Всли дано: ж=4.() 449; 4-1 [67 ри если  перемфиныя 
координаты точки годографа обозначимъ черезъ 5% , п. ‚953 
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Исключая фт изъ этихъ уравнен1й, получимъ два уравнек1я годо-’ 


графа: 
94, (=), 
я, = (<). 


Принпчан1е. Можно строить годографъ скорости точки, про- 
водя изъ любой неподвижной точки, хотя бы и не лежащей въ на- 
чал$ координатъ, прямыя, параллельныя скоростямъ, но не рав- 
ныя имъ, а только пропорц{ональныя. 


Простпйш1е случаи. 

1. Всли движен1е прямолинейное и равномрное, годографъ 
скорости - точка, 

‚ 2. Воли движен1е прямолинейное, но не равномёрное, годо- 
графъ - прямая, параллельная троектор1и, проходящая чрезъ ча- 
чало координатъ, 

3. Всли движен1е плоское, криволинейное и равномёрное, го- 
дографъ - окружность съ центромъ въ начал координатъ. 

4. Если двихен1е не плоское, но равномёрное, годографъ - 
сферическая кривая, т.е., кривая, начерченная на поверхности 
шара; центръ шара въ начал координатъ. 

Примъфы: 


1, х-а-й ‚+9 {; годографь скорости прямая: Х-% 
8, <= «асе, у- ее годографъ скорости эллинс?з, 


3, х=ае . 11 66 годографъ скорости гипербола. 
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РЛАВА 11. 


УСКОРЕНТЕ ТОЧКИ. 


Дополненчя *). 
$1. 


Выведемъ соотношен1е, существующее между ускофенемъ точки 


Аи скоростью точки › вычерчивающей ъодозрафъ скорости точ- 
ки. 

Пусть АХ и АХ, (черт.4) будуть скорости точки 46 въ. 
моменты [ и + ; Проводимъ ИЯ ==ДУ, и .19+ $$ ‚. Пусть 


Я _ 9, 
41 


и пусть ускорейфе точки „№ 
1 = пла (49) 10-49). 
Строим годографъ скорости: изъ начала координатъ  прово- 
дниъ 0.11%, ОДНЕИХи т.д. По ивр того, какъ точка  дви- 
жется по ея траектори, точка }{ движется по годографу, сл- 


довательно, въ каждый моменть Т иывемъ нзкоторую скорость, -. 
обозначимъ ее черезъ^и . Разд®лимъ хорду: Я, на 41 ; пусть 


= 
ЖЕ - #9. 


Такъ какъ, переходя къ предфлу, мы можемъ замёнить хорду 
соотв тствующей дугою ЯЗ ‚ то по опредвлен1ю скорости имжемъ: 


нра ЗИ) = 4%. 


*) Куфсъ Теоретической Ноханики, часть Г, Кинематика, ст». 
187-143. #20. 1914 +. 
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р равонсивь треугольниковь 0), и. вытекаета: 
УЯ-УА,, ольдоватольно ЯЯ.-5И$’; раздаляя на д полу- 


чаемъ: 


ЯУ-+.9. 


Чертехъ 4. 
Переходимъ къ предёлу, уменьшая Лф „до нуля, получимъ: 
и ` лима. (Я а (49), 
или : - 
и 
Мы пришли таким образомъ къ слфдующему заключен1ю: уско- 
рен ‘движучойоя `поики по ‘численной величина и по направлен4ю 
фаёйб "бкоробти` почки, ‘ево рчивамней зодотрафъь ёя скорости м 


Сльдств1в. Проекц1я ускорен1я движущейся точки на какую 


ма Говорииъ, "по численной величинт", потому что скорость 
и ускоренфе величины раэнородния. 
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либо ось равна проекц{и на ту же ось скорости точки годогра- 
фа. 


$ 2. 


Выведемъ выражен1я для проекцфи ускофен1я точки на какую 
узодно ось { посвояннато или первмънназо направлен4я. 

На основан1и приведеннаго выше слёдств1я изъ соотношен!я 
между ускорен1емъ точки и скоростью точки, вычерчивающей го- 
дографъ, намъ достаточно найти выражен:е проекцфи скорости 7// 
а ось |, а для этого воспользуемся формулами (1) и (2) (см. 
$1, стр. 6и7). 

Воли ось 4 сохраняетъ посшояннов направлен1е въ простран- 
с7в%, то на основанфи формулы (1) пишем: 


17.05 (4,1) = мсоъ(м 4) = ‚эаигеоасии: о = ЧАзной: ке у 


гд8 < рад!усъ-векторъ точки .{2. 
Когда ось у измпнявтъ свое направлен1е въ пространств®, 
примвняемъ формулу (2), получаемъ: 


+. с0(4,[) = м-соз(и, 0) = не рвом у 


гдё 1) есть скорость точки -+ , лежащей на ©54(0410) и от- 


сзоящей отъ начала координатъ на единицу длины, 


Даз дальн®йшаго изложен1я намъ понадобятся н%которыя св%- 
дан1я изъ звометрфи. р ЕЕ 
Уголь 49 ‚ образуемый направленями двухъ касательныхь 4$ 
„19, (черт.5), проведеиныхъ къ кривой въ двухъ  безконечно 
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чат 1 


близкихъ точкахь 5% и, 4ф- 29% (3% 15:5, неветох 


узломь смеяности кривой въ точка 2+ 


Чертехжъ 5. 


Чертежъ 6. 
‚Обозначимь длину безконечно малой дуги 2 черезъ дз 


Пред. =) называется кривизной кривой въ точк 3; 
5 ^45*о 


получаемъ, такимъ образомъ, слёдующее опредълен1е: Кривизна 
кривой въ нёкоторой точкё есть преджль, къ которому стремится 


ло 


отношен1е угла смежности къ соотвётотвующей дуг; при умень- 
шен{и ея до нуля. 

Въ частномъ случа, когда кривая есть окружность, кривиз- 
на имфетъ постоянную величину: она равна обратной величин ра- 
д1уса окружности. 

Въ самомъ дёль, уголь 404, (черт.6) равенъ углу смежно - 
сти А$ ‚› слздовательно, длина дуги З=А5= Аф ; поэтому _ 
кривизна окружности въ точкв равна: 


Е | 1 
эха). час) --Р. 
1 


По аналог1и съ окружностью и въ общемвь  случаВ кривизну 


всякой кривой выражаетъ въ вид ЕЕ ‚ причемъ длина 9 ‚ вели- 


я 


чина обратная кривизн® кривой, называется радфусомъ кривизны 
кривой. въ. данной точка. 
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Воли кривизну кривой обозначимь черезъ $ ‚то рад1усъ кри- 
ВИЗНЫ 


й 
$7 

Черезъ касательную ЯЯ а лин1ю №0 (черт.5) проведемъ пло- 
скость 9 ; по ыёр$ приближен1я Я. къ плоскость И будетъ 
измёнять свое положен1е, и ея предфльное ноложен1е (при умень- 
шен1и 45 до нуля) называется плоскостёю кривизны или сопри’- 
касающеюся плоскостью кривой въ точк8 4; - получаемъ слёдую - 
щез опрвдъяен1в: Плоскость кривизны кривой въ данной точк8 
есть предфльное положен1е плоскости, проведенной черезъ каса- 
зтельную къ кривой въ этой точк®, параллельно касательной въ 
точкз безконечно близкой. 

Когда кривая плоская, то плоскость кривизны совпадаетъ съ 
ея собственной плоскостью. 

* Нормалью къ кривой въ данной точкв называется перпендику - 
> ляръ, возстановленный въ этой точк$ къ касательной, проведен- 
-3 ной изъ этой же точки. 

Очевидно, въ данной точк® 
кривой можно провести безчис- 
ленное иножество нормалей - 
вс он$ заключаются въ нор- 

К мальной плоскости. Нормаль, 


лехащая въ пяоскости кривизны 


кривой, называется злавной 
нормальм. 
Чертежъ 7. Нетрудно зам%тить, что 


*) кривизна прямой равна нулю, и, слпдовательно, радзусъ 


ми прямой буЗетъ безконечно большой | Киевский 

Гякромелноратияный 
институ 

*ТЕОРВЕТИЧЕСКАЯ ИВХАНИКА". Ч. ТГ Проф И. В. МЕЙВРСИТИ. 


РИБЛИОТЕКА 


———_—»ж_ж»__._.—_—_ 


= = 


` 
ускофен4е точки всвтда заключается 8% плоскости кривизны тьа- 
ектоффи. 
Въ самомъ дёл%, пусть скорость точки въ моментъ $ будеть 
ДУ, (черт.7), въ момёить {+5 — УЖ. проводимъ 
ИЗ = МЗХ,. М +39, 


Пусть 


пра. (48) (==. 


По опредёлен1ю, плоскость кривизны въ точкв „6 есть пре- 
дзльное положен1е плоскости ХЗ . Прямая $4 в точка .4( за- 
ключаются въ плоскости 4/4... Переходя къ предфламъ, получимъ, 
что .144% будетъ заключаться въ плоскости кривизны. 

Такъ какъ для плоской кривой плоскость кривизны совпада- 
етъ съ ея плоскостью, то въ этомъ случа$ ускорен1е заключает- 


ся въ плоскости движен1я, что очевидно, 


Найдемь выражен1я для проенц1а ускоренфя, во-первыхъ, на 
касательную къ траектор1я, направленную въ сторону движен1я 
точки (другими словами - на каправлен1е скорости); во-втофыхъ, 
ва тлавную нофисль траейтор!и, направленную въ сторону ея во- 
гнутости. 

Пусть ях бухетъ главная нормаль къ траекторфи въ точк&. Л 
(черт.7). Намъ предстоитъ найти выраженая для проекц1й уско- 


рензя .4% на оси 1% а. +). 


м) Проекцзя ускорвнзя на третью осъ, перпендикулярную къ 
ИХ И, фовна нулю, потому чшо эта ось перпендихулярна щъ 


— 3 9:> 


Чтобы найти проекц!ю ускорен1я на напрфавленфе скорости, 


можемъ воспользоваться формулой (2), подставляя .4(Ж/ вывото { 


1* со5 (4. = р — еле). 
Имфемъ: 
со (а^, ИЖ) = 1 


› е05 5%) = 0, 


такъ какъ 1 | ^” на основанфи замёчан1я 1-го; получаемъ: 


Боде) = 99% С: 


Проекц1я ускорен1я на направленфе касательной къ траектор1и 
называется касательнымь (или пантену{альнымь) ускоренфемь и 


обозначается черезъ 
пу, = я, И 


Выражен1е проекц!и ускорен1я на нагрфавлен{а тлавной ноБ- 


мали къ траектор1и равно: 
есь (МЛ) = Ино (ЯМ) = 48. 
Мы получимъ длину. М9 ‚ если найдемъ выражен!е  проекцйи 
„МЗ. со 1 (94%) = М, 
# перейдемъ къ преджлу. 


Изъ точки Ч опускаемъ перпендикуляръ $45 на и Изъ по- 
хоб1я треугольниковь (9 и Ж%9 олёдуетъ: 


и . ЧТ, 
И Я% 
откуда 
= И ЯГ 
а хх 
Такъ какъ 


плоскосши кривцаны 


а : 
ие - 
„МФ = р ОЙ 
то 
=, 
° 2$ # 
слздовательно: 


„М = 19.19) „= „ка ( т 
Угол 40% есть ‘уголь смежности; обозначимъ его черезъ 4$ , 
тогда 


49 =.4% ул, 
и мы нолучимъ: 


а та 
М5 чу. (4% и) 


44-0 ` 


Представимъ правую часть равенства въ слёдующемъ видё: 


4-й ма] 


а 25 Ао" 


будемъ уменьшать до нуля и посмотримъ, къ чему будетъ стре - 
миться каждый изъ этихъ четырехъ мнох ителей. 


МУ стремится совпасть съ У ; слёдовательно: 


ций (404) ‚= ИЖ =; 
как: ‚= & 


Пред®лъ [с есть кривизна траектор1и, слёдовательно, ес- 
ли рад1усъ кривизны обозначимъ черезъ 9 ‚ то 


5 = ка -. 


9 Е г) ты ар 


Такимь образомъ: 


= &1 - 


А 
5 5 


слёдовательно, проекц1я ускорен1я на направлен1е главной нор- 


моли къ траектор1и равна: 


1. сон. Ш.Х) = З . (4) 
Эта проекц1я :скорен1я называется нормальнымъ ускофенфемъ 
точки и обозначается черезъ ак, 
>, 


у т 
= $ 
Такъ какъ проекц1я ускорен1я на третью ось (пернендику- 


лярную къ плоскости Ям), какъ замфчено выше, равна нулю, то 


на основан1и формулъ (3) и (4) имфемъ: 


Слъдствая иаъ фофиулъ: 


РЕВ 
1)Если движен1е точки по какой-угодно кривой будетъ рав- 


яомёрное, т.е. совершается съ постоянной скоростью, то 
= 0 г НИЕ 3 


Эти двё формулы показываютъ, что ускорен1е направлено по 
главной нормали въ сторону вогнутости траектор\и и по величи- 
$ равно т ‚ т.е, оно пропорцфонально : кривизн® траектор4и. 

2) всли движек1е происходить по окружности рад+уса 4, то 
в: Фа скорость точки 


у- %|9| Я, 
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гдв |4] © есть угловая скорость, 
Въ этомъ случав 


Е 4 я 
и = 429-596-500. 
ГД а угловое ускорен1е и 


м, = я = Я’ ЯФсх. 


Въ частномъ случа, если точка движется по окружности рав- 
ном рно, 


© = сои, 


ГЛАВА 111 
ОТНОСИТЕЛЬНОЕ И СОСТАВНОЕ ДВИЖЕНТЕ ТОЧКИ. 


$ 1. 


Относишальное движенае точки по отношен1ю къ н8ёкоторому 
движущемуся твердому тфлу есть послёдовательный переходъ раз- 
сиатриваемой точки черезъ точки этого тёла. 

Всли строго держаться этого опредёлен1я, то пришлось бы 
разсматривать относительное движен1е только такой точки. ко- 
торая находится внутри движущагося т®ла или па его поверхно- 
сти. Чтобы распространить опредфлен1е относительнаго движен1я 


и на тотъ случай, когда точка находится внё тзла, мы ДОЛЖНЫ 
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каждый разъ представляет себ, что тёло какъ бы выростаетъ и 
включають въ себя разсматриваемую точку. Такое — проницаемое 
твеодое тёло неограниченныхъ размёровъ называютъ "неиальняе - 
мой средой". 

Абсолютное движен1е точки есть послёдовательный переходъ 
ея черезъ точки пространства; сл&довательно, относительное дви- 
хен1е обращается въ абсолюлное тогда, когда движущаяся "неиз- 
ыЪняемая среда" приводится въ состоян1е покоя, 

Всо то, что мы говорили о ираекторфи, скорости и ускоре- 
ни абсолютнаго движен1я точки, примфнимо и къ относительному 
движен1ю; разница только въ томъ, что въ случа относительна- 
го движен1я точки мы должны брать координатныя оси не непод- 
вижныя, а проведенныя черезъ точки т%ла (или неизыённо съ нимъ 
связанныя) и, слёдовательно, движущуяся вмёст® съ тёломъ, Ког- 
да точка совершаетъ свое относительное движен!е, она вм&ст% 
съ т8ломъ переносится въ пространств%; это второе двихен1е 
точки называется "переноснымь движен4емъ". 

Скоростью переноснаго движен1я въ данный моментъ называ- 
ется та скорость, которую точка имфла бы въ этотъ моментъ, ес- 
ли бы она была прикрёилена къ т®лу; другими словами, - ско - 
рость той точки тла, съ которой разсматриваемая чвижущаяся 


точка въ данный моментъ совпадаетъ. 


Теофема. Скофость абсолютнато движеная точки по величинь 
и направлен1ю равна звометфической сумиъ скоростей ошноситель- 
нато и переносназо движен1а разсматривавмой точки. 
Обозначимъ: 1" - скорость абсолютнаго движенйя точки, "М - 
скорость относительнаго движен1я, и к. - скорость переноснаго 
- движен1я. Докажемъ, что *). 


*) условиыся въ случаь теожетрическатс слокен4я ставить 


яадъ слазавмыми и суммой зоризонаальныя черты. 
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= и. 
Пусть въ нёкоторый моментъ т ?$л0 занимаетъ положен1е 1 
(черт.8). Въ этомъ 181% или на его поверхности движется точка 
Лу. Пусть 4 в Л будуть пололензя этой точки въ 1818 въ мо- 


менты Ти +, кривая Л - относительная траекторуя точ- 
ки. 


Чертетъ 8. 


За промежутокъ времени д$ т%ло само перемёстится и зай- 
метъ положен1е 11, а потому и относительная зраекторзя 1 зай- 
метъ новое положен1е .16.11. „ Кривая (пузктирная).1/ есть путь, 
который точка совершила бы въ промежутокъ 46, если бы она бы- 
ла неазмённо связана съ тёломъ, Кривая (пувктирная) .164 есть 


траектор1я точки въ ея абсолютномъ `движен1и.Дзлимъ каждую изъ 


хордз .46., , ИЛИ и ММ ва 6; пусть 


АЛЬ _ М М Це, 
Е =; 2-08 В ие = Л: 


па. М =, эмо =“; УИ =. 


«о 


Соединимъ прямою точки $ и 6 и проведемъ хорду ЛЕД, ‚ Изъ 
подобая треугольниковъ «1. и 3. слздуеть: 


откуда: 


= и, 
9% а 
Пусть 
эИ4ь. - 49. 
Тогда 
96-49, 


а такъ какь 96 | Л „то 96 +.1,9. 


Изъ Л -ка ВД видим, что. есть геометрическая сумма 
двухъ прямыхъ: 41 и © и, слздовазельно, также 


Ле = 9% + 49. 
Перейдемъ къ предзлу, уменьшая д до нуля: 


тула. 0%], - ива М + а], 
или 
15 = 4% + а] 
При приближен1и 7% къ нулю, 9% стремится къ совпаден1ю 
съ.1-, а потому: 


Е ие и 


Такимъ образомъ получаемъ: 


Слпдствае 1-ов. Если извёстна относительная скорость точ- 
ки ^\/ и переносная ея скорость 1" , то абсолютная скорость 
точки 1 выразится по величин и направлен1ю д1агональю па- 
раллелограмма, построеннаго на скоростяхъ №” ил» (черт, 9). 

Скорость” можно представить, какъ сторону треугольника, 
замыкаюцую дв$ другая стороны М и 1 , 


Сльдотв1е 2-06: Если извзотны абсолютная скоростьл и пе- 
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реносная 7, то относительную скорость ^^, найдемъ геометри- 
ческимъ вычизантемъ: 
и = ЖАН. 

Абсолютное движен1е точки слагается, какъ мы видёли, изъ 
двухъ двихен1и: относительнаго и переноснаго; поэтому абсо- 
лютное двикен1е назывзется также движен1емъ составнымь › изъ 
двухь составляющихъ движен1й: относительнаго и нереноснаго, 


ри такой терми- 


ы _ нолог1и доказанную 
ы й ах теорему можно выра- 
р и: ° зить слёдующимь 0б- 

9 


разомъ: скорость точ- 


ки въ движенти в0- 


ставномъ изъ двухъ 


‚оставляюцихъ движе- 
Чертвхъ 9. #11 равна зеометри- 

ческой суммъ вя скоростей въ составляючихъ движенаяхъ. 
Сльдств4в 2-ое мохно формулировать такъ: скорость точки 
въ одномъ изъ двухъ составляющихъ движен1й равна геометриче- 
ской разности скоростей точки въ составномъ и вЪ другомъ со- 


ставляющемъ движен1и. 


Понят1е о составномъ движен1и можно распространить на слу 
чай сколькихъ-узодно составляющихъ движен1й, вводя сл$дующее 
спредёхен1е: деиженфе почки будетъ составнымъ изъ Т состав- 
ляющихъ движента тозда, козда скорость точки въ этомъ движе- 
н1и въ каждый моментъ равна по величинь и направлению звомат- 
фической сумиъ тьхъ скоростей, копорыя точка имюла бы, совер - 
шая кждов изъ Т составляющцихъ движенйй отдъльно. 

Всли скорость составного движен1я точки обозначимъ черезъ 
1, а скорость ея составляющихь движен1й черезъ 7”, ‚Л ,\......1/, 


то на основан1и вышесказаннаго опредёлен1я имфемь сл®дующее 
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равенство: 


Примьфъ. Всякое движен1е точки можно разсматривать, какъ 
составное изъ трехъ прямолинейныхъь движен1й, направленныхь па- 
раллельно координатнымь осямъ. 

Въ самомъ дл, скорость” точки, какъ извёстно, равна по 
величин и направлен1ю д1агонали параллелепииеда, ребра кото- 
раго параллельны координатнымъ осямъ и соотвётственно равиы 
первымъ производнымъ отъ координатъ по времени: ©’, 4 из 
слёдовательно,. скорость 1” есть геометрическая сумма  трехъ 
скоростей: 2! ‚ параллельной оси 92 параллельной оси 903 
ид - параллельной оси 0% ; такимъ образомъ, составляющуя дви- 
жен1я точки, параллельныя координатнымъ осямъ, будуть так1я 
хе, какъ движен1я ея проекцёй на эти оси. 

Въ частномъ случав, когда точка движется во плоскоови, ея 
двихен1е можно разсматривать, кавъ составное изъ двухъ прямо- 
линейныхь движен1й, соствзтственно параллельныхъ осямъ 95% и 
©0У; скорость перваго движен1я равна 0’., скорость второго 4 
(черт.10). 

Наглядно это можно представить себ%.такимъ образомъ: точ- 


ка движется со скоростью 2 по линейк%, расположенной `парал- 


Чертежъ 10. Чертекъ 101. 
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лельно оси 0х › И ВЪ 10 же время. сама линейка движется по 
оси ОЧ со скоростью ч]. 

Плоское движен1е точки можно разложить на ‘два движен1я и 
другими способами, напримёрь, такъ, ‘что скорость одного ‘во- 
ставляющаго движеная будетъ направлена по рад1усу-вектору и 
равна “’, а скорость другого по перпендикуляру къ радаусу- 
вектору и равна %9 (черт. 10,). 

Это разложен1е можемъ представить себё такимь образомъ: 

° точка движется по ралзусу-вектору со скоростью ”’, в въ то 
же время рад:усъ-векторъ вращается вокругъ точки @ сз угло- 
вой скоростью $ . 


$ 2. 


При разсмотрён1и относительнаго движен1я точки представ- 
ляются дв главных задачи: 

1. Давы: движен1е тВла и относительное движен1е точки; 
опредфлить абсолютное движен1е точки. 

2. Даны: движен1е тзла и абсолютное движен!е точки; опре- 
дФлить относительное движен\е точки по отношен1ю къ т%лу. 

При ‘рёшен1и этихъ задачъ мы пользуемся двумя’ системами 
координатныхъ осей: одну систему беремъ неподвижную въ про- 
странств8, другую - девижищуюся вмзст8 съ тфломъ; координаты 
точки въ первой систем Хх, 9 ‚› Д называются абсолютными, 
а координыпы ея во впофой сиспеиь & . ы , р *) называются 
относительными; видъ уравнен1й, связывающихь абсолютныя коор- 
динаты точки съ ея относительными координатами, зависить отъ 
даннаго движен1я тзла. 

Разсмотримъ вышеуказанныя задачи въ двухъ случаяхъ: 


1. Когда т%ло движется поступательно; &, когда т%ло вра- 


*) Гречеси+я буквы: Е (жси), 7" (эта), 5 (дзвта). 
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щается вокругъ неподвижной оси. 


Шефвый случай тъло движется поспупалельно. 


Задача Т. Даны: движен1е тёла и относительное движен1е 
точки; опредёлить абсолютное движен1е точки. 

Веремъ неподвижныя координатныя оси: 0 , 09, 0% (черт. 
11). Пусть О, (Ч) будетъ начало относительной коорди - 
натной системы, оси которой [3 о ©" ‚65 , возьмешь соот- 
`` ввзотвенно ‘пофаллельныйи осямъ 0%, 09 ‚ ОХ ; такъ какь т5- 
ло движется поступательно, то во все время его движен1я эта 

Е з параллельность  будетъ 
Е? сохраняться: ОЕ ох, 
©1109, (510%. вов 


ы точки т%ла движутся, 
ка какъ одна изъ нихъ, на - 
1 прим$ръ, © ‚а потому 
движен1е тёла  задаэтся 
Го) 39 уравнен$ ями; 
и = 4. (+), 
У 
Ч. * ы( $) 2 
Чертежъ 11. 
я. - (4). 


Данное относительное движен!е точки (Е ч.5 .— отно- 
сительныя координаты точки 1: © .Ч, < абсолютныя ея коор- 
динаты) выражается уравненз ями: 


2-4 (®, 1-49, 3-9. 
.Уравнея1я, связываюдля абсолютныя и относительныя коор- 
динаты будуть слёдующ1я: 
х = 2% -& 
и = \. * 7 | 


= рые 
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Подставляя въ эти равенства выйсто 2, , Ч. . Хи 8 ’ Я . 


2 ихъ выражен1я въ функц1яхъ времени, получаемъ уравнен!з. аб- 
солютнаго движенуя точки: 


х-4$4+$(%®, 
4-10 +$0, 
х= 44) + 4(®). 


Всли исключить изъ этихъ трехъ уравнен1й время, получимъ 
Ууравнен1я абсолютной праектор{и точки: 


ч\-$%®, 
х = $ (©), 


и 


Скорость точки въ абсолютномъ движен1и получимъ, найдя 


проеки{и скорости на координатныя оси: 


(2) 


Приипчан1е. Уравнен1я (2) выражаютъ ту связь между скоро- 
стями абсолютнаго и относительнаго движен1я, которую мы рань- 
ше доказали для общаго случая: 


АК = А + №. 


Ускофен1е точки въ абсолютномъ движен1и получимъ, найдя 
проекц1и ускорен1я на координатныя оси, 


д и и 
те. 
г ‚ 


Ч+И, а и (3) 


Ех + 5’. 


=> 
й 


Уразнен1я (3) выражаютъ, что при поступательномъ движэ- 


н1и т8ла ускорен{в абсолютнаго движен1я ($) равно геометри- 
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ческой сумы ускорен1й относительнаго (^^) и переноснаго (1) 
движен1й: 
А = т. + А, 


Задача 11. Даны: поступательное движен1е тёла и абсолют- 
ное движен1е точки; опред$лить относительное движен1е 
по отношен1ю къ тёлу. 


точки 


Дано: 


2, = $$) Я; =; 


9. 


ря 
х-4® › 4 МО, 5-4; 
требуется опредёлить Е › П 
уравнен{я (1) имземъ: 


‚> ‚ какъ функцая времени {. Изъ 


5-5. 
= \-ч, ила, А Ы 
х-& 


ЗК 


Подставляя въ уравнен1я (4 ) вмёсто ©, 4 р 2 1, ; 
2. ихъ выражен1я въ функц1яхъ времени, получаемъь уравнен1я 
относительнаго движен1я точки; 


Е =5 0-1, 
= 9)- В, 
8 =5 0-40. 


Исключивъ изъ этихъ уравнен1й время $ ‚ найдемъ уравнен1я 
относительной траектор1и точки: 


\ г ==) ) 
$ = 


Скорость и ускорвнае относительнаго” движен1я. получимъ, най- 


- за - 


дя проекцфи изъ на координатныя оси: 


Фа -х 
1 - РЕ веть. (6) 
; вх 


и 


и-у-ф 2 
о ВЕКАЕ, 
Прижьръ. Карандашъ, совершаюц\й колебательное движен{е: 
5 = зи , 

. 4 5 0 
и листъ бумаги, совершающ!й колебательное движен1е въ перпен- 
дикулярномъ направлен1и: 

х.= 0 


ч.= 6. со ЖФ. 


Начерченная кривая будетъ относительная траекзтор1и карандаша: 
ы ®, 
ВЯ 
о 6 
Второй случай: тело вращается около `оси. 


Задача Т. Даны: движен1е тзла, врощеющазося около непод- 
ВИЖНОЙ ОСИ, и относительное движен1е точки по отношен1ю къ 
этому тфлу; опредёлить абсолютное движен1е точки. 

Извфотны, какъ функцаи времеви: уголь поворота т%ла 9-® 
и относительныя координаты точки: 


Е -{.® ? И ъ® :: 8-1.) > 


требуется опредёлить ся вбсолотныя координаты: Г, ||, ^  какъ 
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функц1и времени. 

Неподвижную ось, вокрубъ которой вращается тёло, принима- 
емъ за ось ОХ (черт.12); ее же возьмемъ за ось 02, а за ось 
92 беремъ прямую, образующую съ осью 0х уголь 9. 

#5 Уравнен1я, связываюция 
абсолютныя координаты съ 
относительными, будутъ: 


х- ов - И $и\{, 
= ин +<°°9, (1) 
х -& 
Чертежъ 12. Подставляя въ уравне- 


ная (1) зыото $, и 5 данныя выражен1я ихъ въ  функц1яхь 
времени, получимъ уравнен\я абсолютнаго движен1я точки. Исклю- 
зивъ же изъ этихъ уравнен1й время, найдемъ уравнен1я абсолют- 


ной праектоффи точки. 
Примпръ. Шарикъ равноиёрно движется по прямой трубкз, ко- 
торая равномёрно вращается, оставаясь въ одной плоскости: 
ф-\, Белое, 4-0. 


Абсолютная траектор1я шарика - Архимедова спираль. 


Скорость абсолютнаго движен1я получимъ, найдя ея проекции 
на оси 0%, 0У и 0%: 


20 (Е'созф - и) -(& Ямф+ 25$) 4, 
94 = (5 би + 55 )+( ©2054 — 59), $... (2) 
х-# 
Первый членъ въ выражен1и < , аналогичный выраженю х 
въ уравнен1и (1), представляеть проекц1ю на ось © относи- 


"тЕОРЕТИЧЕСКЛЯ ИВЛАНИКА". Ч. ТЕ. Проф. НИ. В, ИВЦЕРСКТЙ я. 3. 


тельной скорости точки: 


! |. 
Всозф- 5 = пез (м, 00). 
Второй членъ въ выражени представляеть проекц1ю пе - 


реносной скорости ка ось 0%: 


- (Е зи + 28) Ч воз). *) 

Слёдовательно: я 

24 = 1.605.) = мивобби О) + бот). 
Также найдемъ: 

9] = №05) = иво, Ч) + ов 9), 


= ан со Х) = ливо5 (и, 
Эти формулы выражаютъ уже извёстную намъ связь между ско- 


ростями: р 
АЯ = № +4 


Ускофенфе абсолютнаго движен1я получим, найдя его проек- 


цаи на оси 9%, 0Ч и 0%: 
аа аа 
9 = (бич с Пе (оо вит) 4 = (Е во) 

фм. 


Пвфеме члены въ этихъ фориулахъ представляютъ проекцёи от- 


Хх 


носительнаго ускоренёя на координатныя оси 0., 0У и 0% : 
есь - И Зум = %.605(%Х), 
ик есь = №85 (9), 
5" = % со$ (№). 
Втофые члены въ выражентяхъ ай, 9 представляютъ проэк- 
п1и на оси ОХ и 09 вращательнаго ускоренуя точки: **) 


УТБОРВТИЧЕСКАЯ ИВХАННКА", часть Т, 
**) си.: "ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ" ИВЛАНИКА", часть Т, 


- 35 - 


Не эф +и<озф)ч' = 44°, 
фе рее ьч. 
Третьи члены суть проекции на оси 0 и 09 центростреми- 


тельнаго ускорен1я точки: 
(Е - = г 
(. с05$ -15) $ =-29', 
. я =. 
-(Езич Е 284) $ ие 9$ ы 
Проекцуи на ось @Х какъ вращательнаго, такъ и центростре- 
мительнаго ускорен1я равны нулю. Такъ какъ проекц1и на оси 
0. и 09 ускореная лк точки тёла *) во вращательномъ движе- 
н1и соотвётственно равны алгебраической сумы$ проекц!й на эти 
оси врацательнаго и центростоемительнаго ускорен1я, то 
- (вот - 1025) 4 - (Е ео - пы) "= рев 20, 
з =. < „. 
(Е сом - уни 4- (Еф е5$) ф`- &,605@; У). 
Остаются члены: 


(ид = 083) 4, 
я (Е со59 - (94) 9", 


эти члены представляютт проекц1и на оси 0х и 03 ускоренля, 
которое называется добавочнымь или Корфолисоеымъ ускорен1емъ; 


обозначимь его черезъ я ; тогда будетъ: 
! г й Е < 
Кс5(&Х) = -8(Емич- 134), 
Кусок) = 2(Ееозч- зб, |... (а) 
К сов (&Х) = О. 
Свавиизая форм. (4) съ выражен1ями проекц1й ефацательной ско- 


гости см, вторые члены въ уравн. (2) , мы видимъ, что онё от- 
*) Ускорвнзе и. весть виъсть съ пъмъ ускоренфе переносна- 
зо дэнжензя для фразсызтриваемой нсми точки, или, короче пере- 


тоскою ибскофен4е этой точки. 
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личаются отъ послёднихъ, кроы$ множителя &, только т$мъ, что 
вызсто проекц1й рад1уса-вектора точки ( м м ) здзсь вхо- 
дятъ проекц1и относительной скорости (Вы у ); отсюда заклю- 
чаемъ: 

Добавочное ускофен1е по ввличинъ и напавленфю равно уд- 
военной вфацалельной скорости той точки тъла, фадфусъ-векторъ 
которой, проведенный изъ начала коофдинатъ, по ввличинъ и на- 
правлензю равенъ относительной скофости движущейся тоцки. 


На чертежь 13, 4-м относительная скорость точки в 
©9405: 86 4.0% ; вращательная скорость точки ® равна: 


39 - 904 - 0% 5.506 = фики, Е), 
прямая ./ „, параллельная 39 а равная 28% ‚изображаеть до- 


О 
р # бавочное ускорен1е Й точ- 


БИ „№. 
$ Зи ф-мииь О), 


Язъ уравн. (3) и (4) слз- 
дуетъ формула: 


2-Я +й.......(5) 


выражающая теорему Коф4о- 


лиса для разсматриваемаго 
Чертехъ 13. случая: 

Абсолютное ускофен1в почки (®) равно зеометрической сум- 
мъ трехъ ея ускофен1й; относительназо ускорензя (\ ),  пефе- 
носназо (и ) а добавочназо (В). 

Яфимпфъ: Въ задач, гдё шарикъ равном&рно движется (Е =ой, 
{=0) по ‘прямой ‘трубкз, равномёрно вращающейся (4 = и®) Е 
плоскости ЛОУ *) (черт. 14), относительное ускорен1е 0; 


переносное ускорен1е состоитъ изъ одного центростремительнаго 


*) предполазавиь, что > 0 и %>0 
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з 
(*.4'), такъ какъ вращательное ускорене (29) равно нулю; 


поэтому: 


АК = м. 


й 
ги и направлено по трубкз къ цен- . 
тру вращен1я; добавочное уско- 
рен1е 

{ - 2% = Яалли 
и направленно по перпендикуляру 


трубк%; абсолютное ускорен1е 


Чертакъ 14. Пе ут +4 . 


Примьчан4е 1-ое. Въ частномъ случаз, когда относительная 
скорость точки (№) будетъ параллельна оси вращеня 0%, до- 
бавочное ускорен1е (&) равно нулю. 

Примьчан14е 2-ов. Ускорен1е, равное и противоположное до- 


бавочному, называется поворотнымъ ускорен1емъ. 


Задача 11. Даны: движен1е т%ла, врацающатося вокругъ не- 
подвихной оси, и абсолютное движен1е точки; опредфлить озтно- 
сительное движен1е точки по’отношен1ю къ данному т%лу. 

Дано: ф = Ж® их-5®, 4-54), 2-54) ; требуется оп- 
редзлить 5 + " р 5 ‚› какъ функц1и времени. 

Выражаемъ относительныя координаты черезъ абсолютныя: 


= = 20054 54 › 
а а (6) 
х-Ё 


Замзнивъ въ уравнен1и (6) 5%, у, 2 и ихь выражен1яии 
въ функц1яхь времени, получимъ уравнен1я относительнаго дви- 
жен1я точки. Исключивъ изъ нихъ время, найдемъ уравнен1я от- 


носительной праекторфи точки. 
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Примиръ. Разець движется по. прямой; т%ло вращается равно- 
ирно около оси, параллельной этой прямой. 


4-М, х-а, 4-0 ,х- 1. 


Рёзець вычерчиваетъь въ т$л% винтовую лин1ю. 


! | ! и [ и 

Найдя производныя по времени; Е м ы , 2 и Е ›\ ’ 5 , 

мы получимъ скорость и ускорен1е относительнаго движен1я точ- 
ки, 


ОбщАй случай, когда точка совершаетъ относительное движе- 
н1е по отношен1ю къ т%лу, движущемуся какъ узодно, будетъ раз- 
смотрёнъ ниже во глав У1ТТ. 


ГЛАВА ТУ. 


5 


Движенае пвердазо твла, пафаллельное неподвижной плоскости, 


или движен4е плоской неизиъняемой физуры въ ея плоскости”). 


Поимемъ плоскость, въ которой движется неизы®няемая фигу- 
ра, за плоскость 509 (черт. 15); пусть ОЕ и 9% будутъ коор- 
динатныя оси движущ1яся выфств съ фигурой, и Я уголь, обра- 
зуемый осью ОЕ съ осью 0; абсолютныя координаты какой-ни- 


будь точки № фигуры обозначимъ черезъ ©, о относительныя 


*) дналитическое Фаэсмоирьнас движенфя, составляющее до- 
полненфе кз соотвпиствующей статъь первой части курса. см. 


"теор, Ивханика" часть Т. 
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ея координаты черезъ Е И ; волёдотв1е неизмняемости фи- 
ргуры координаты Е ; Я 

сохраняютъ для каждой точ- 
ки фигуры постоянныя зна- 
чен1я при движен1и фигуры; 
измвняются при этомъ толь- 
ко координаты ОС и у . Ес- 


ли абсолютныя координаты 
й 
точки 0 обозначимъ черезъ 


, Чефтехь 15. 5. , у. ‚› то движен1е фи- 
гуры опредёляются уравнен1ями: 


Зная функции: 6) ь © Я 44) ‚ мы для какдаго момента 
времени можемъ найти соотв тствующее положен1е фигуры. 
Уравненая, связывающая абсолютныя координаты съ относи- 
тельными, будутъ: 
3 = и 
Ч - Ч, + Е Уч + {054 
Чтобы получить уравнен1е яраектоффи какой-либо точки фи- 
гуры, мы должны въ формулы (2) подставить вызсто 'Е и У отно- 
сительныя координаты этой точки, вм%сто <. , 1. ‚ Х. ихъ зна- 
чен1я изъ (1) и заключить время; уравненйе траектор1и будетъ 


вида: 


Пфиипфь 1-ый. Найдемъ уравнен1я (1) для движен1я шоамуна 


{черт.16) въ случа® равномёрнаго движен1я: 
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ф-мф. 


О 
Точку 0 примемъ за начало относительныхъь координатъ и 


ось 9“ направимъ вдоль шатуна. Пусть: 


№ ---=---5% 


Чертехъ 16, 


и слфдовательно; 


900 = и 0-1. 


Тогда имземъ: 


х. - \.с05й,, 
4. = Жим. 


Уголъ $ найдемъ изъ того усло - 
в1я, что точка (5-0, -1.) дви- 
жется по оси 09 ; сл®дователь - 
но, для этой точки: 

= хм =Зюсьтй -Т- мир = 0, 


откуда 


нд - ый, 


ф = олень (№ вой). 


Примтфъ 2-0й. Эллиптическ4а циркуль. 


Чершехъ 17. 


Пусть двф точки плоской 
фигуры движутся по перпенди- 
куляонымт прямымъ: одна.4(, по 
оси 09, другая „№, по оси 
0. (черт.17); найдемъ урав- 
нен1я (1) движен1я этой фигу- 
ры. у 

За начало относительныхъ 
координатъ беремъ. точку @', 


середину прямой .1{,., ‚, такъ 


аа ода 
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что.1(.0'-04,-4. Пусть ось ОЕ перпендикулярна къ М, ‚ а 

ось 0 совпадаетъ съ.Ш,.Л,. Относнтельния координат точки. 
будуть: Е =0, 1: %, а точки „М, : Е;0, 1-9 . Абсолютныя ко- 

ординаты точки -/(, будуть: х;=0, и }» - функцая времени, точ- 
ки А: 5х, - функц1я времени #.-0 . Уголь $ › образуемый 

осью ОЕ съ осью @, ‚ будеть тоже н$которая функц1я времени. 

Примфняемъ формулы (2). Изъ первой для точки в имземъ: 
0 = х.-Я- и В 
изъ второй для точки „М, 


0 - 4.-Я 24, 


и 
Ве", Ч. абсолютныя координаты точки 0. 
Получимъ два уравнек1я` съ тремя неизв®сткыми: х,, ч., $ $ 
но уголь $ можеть какъ угодно измёняться съ течен1емъ време- 
ни, такъ какъ, напримёръ, точка р можетъ двигаться по оси 
ОУ съ какою-уродно скоростью; полагая 4-9 $), получимъ сл%- 
дующ1я уравнен1я, выражающ1я движен1е фигуры: 
2с.= им , Ч. = З’ес»ч, ] 
кеты 
$ ф = 9). 
| 


Найдемъ теперь уравнен1я праекаоффи какой-либо точки (Е 


т ) фигуры. Воспользуемся опять уравнен1ями (2): 
хбр «бое, 

зе бо = (бееоч. 

Чтобы исключить время, исключииь ф . Р®шаемъ первое урав- 


„ нен1е относительно 5 ‚› второе относительно ЕС 
(фея 54 РР, 
Е *(-)лу- (5-1). се54 


Возвышая полученныя выражен!я въ квадратъ и складывая, по- 
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лучимь уравнен1е искомой траектор1и: 
оер=- ВУ Ва--уч]-Н-РУ.—.80 


Въ этомъ уравнен1и Е и у величины постоянныя, а перем8н- 
ными будутъ х и и . По отношен1ю къ х и и уравнен1е (3,) 
второй степени, слёдовательно, траектор1я есть кривая второго 
порядка, и именно эллипсъ, ибо, какъ видно изъ уравн. (2,), она 
не имзетъ безконечно удаленныхь точекъ. 

Итакъ, всякая точка разсматриваемой фигуры описываеть ол- 
липсъ, центръ котораго находится въ *0чкё 0 , но оси, вообще 
говоря не совпадаютъ съ осями ОХ и ОУ (наприиёрь, на черт. 
18 элипсъ Т, описываемый точкою 6). 

Частные случаи: 1) для точекъ, лежещихь на прямой М, , 
т.е. для такихъ, для которыхъ Е-0 ‚› уравнен1е траектор1и бу- 
детъ слфдующео: 


(9-1 + 9-4 - 640, 


или 


‚ (3+) 


изъ (3.) слё- 
дуетъ, что каждая 
изъ точекъ прямой 
„Л, описываеть 


эялипсъ, центръ 


котораго на нача- 
л% координатъ 0 

и оси совпабаютъ 
съ осями коорди- 


натъ (на черт. 18 


эллинсъ 11. опи- 


Чертехъ 18. сиваемый точкой 
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№). 
2) Найдемъ точки, вычерчивающ1я окружность. 
Уравнен1е траектор1и`въ этомъ случа должно принять видъ: 
хе = Е, 
коеффиц1енты при яя $ будутъ равны между собою при 1-0: 
О ыы р ы 
(9+ р = @-)"- 2, 
члены, содержащзе произведев1е 21] , исчезаютъ при 2-0 ‚› сл%- 
довательно, окружность описываетъ единственная точка ©'(Е-0 } 


{0 ) ‘за черт. 18 окружность 111). 
Уравнен1е окружности будетъ: 


хе =$.. Е С 


3) Найдемъ точки, вычерчиваюця прямую. 


Когда 


$40... м 


уравнен1е (3,) обратится въ систему прямнхь, проходящихъ че- 
резъ точку ( : 


(т = 0..4... (ту) 
Вх- (Я 0. ана Аа 


Эти два уравнен1я выражхаютъ одну и зу же прямую. Въ са- 


момъ двд, изъ (1И) слёдуеть: 


ве 
и изъ (1): 

ры 

К. 92 9 ы 
во 

3-1. 

Е: 


потому что, каку’ видно изъ уравнен1я (&) 


= 44 - 


9% - "- #. 

Изъ уравнен1я &) слёдуеть, что прямыя лин1и описываютъ 
всё точки окружности, проходящей черезъ точки ./{ ‚Л, и (на 
черт. 18 указана пунктиромъ эта окружность и проведена прямая 
ТУ, описываемая точкой.” ). 

Разсматриваемое движен1е воспроизводится въ прибор%, кото- 
рый служить для черчен1я эллипсовъ и потому называется "элли- 
птическимъ цифкулемъ". 

Для того, чтобы найти уравнен1е кривой, которую данная не- 
` подвижная точка пространства (5, ф ) вычерчиваеть на движу- 
щейся плоской фигур, мы должны въ формулахъ (2) абсолютнымъ 
координатамь 55 и 1 придать постоянныя значен1я, соотвётству- 
ющ1я данной точк%, и исключить время. Очевидно, получимъ то 
хе уравнен!е (3). 

4,4) = 0 , 
но перем&нными въ этомъ уравнен1и будуть теперь уже р и. 
Въ случаз элииппическазо цифкуля уравнен1е кривой, вычерчивае- 
мой неподвижной точкой, будетъ ур.(3.); это уравнен1е по от- 
ношен1ю къ перем ннымъ Е и 1 будетъ четвертой степени, сл%- 
довательно, соотвётствующая кривая будетъ четвертаго порядка 
и именно н®которая эпитрохоида одной изъ формъ, изображенныхъ 


ва черт. 19. 


$2. Скофости точекъ плоской физуры. 


Проекц1и скорости какой-либо точки плоской фигуры, на ос- 


вован1и ур.(2) будуть: 


И о В 
1 еь(о, 3) 1} = 9), (исовф- миф м. 


7 ' 
Замёчая, что первые члены въ выраженаяхь 2’ и 7] пред- 
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к " ставляютЪ проекцфи скорости точ- 
1 

& ки 0, а вторые члены: - проек- 

з ц1и вращательной скорости во- 


| 
кругъ точки 0 › заключаемъ, что 


У ‚|| Скорость точки фигуры равна ге- 
ометрической сумм скорости точ- 

5 ки © и вращательной скорости’ 

- вокругъ точки (’. Воли 1 обо- 

Чертеко 19. значаеть скорость точки 0’, а 


м" - вращательную скорость вокругъ 0' ; то 
+. 

Точку 0’ называют полюсом®, а полученная теорема можеть 
быть формулирована такъ: скорость всякой точки фигуры равна 
геометрической сумм скорости полюса 0 и вращательной ско- 
рости точки вокругъ этого полюса. 

Найдемъ такую точку (5%., 1. ), скорость которой равна ну- 
лю. Для этого необходимо, чтобы: 

х. =. (4-4) 0, 
+ веду = 0; 


откуда 


с Ч И 
55 


Че = ++ 9 ` 

Изъ (5) слёдуетъ, что абсолютныя коофдинаты точки, ско- 
рость которой равна нулю, суть н®которыя функц1и времени; зна- 
читъ, въ плоскости неизмняемой фигуры въ каждый моментъ суще- 
ствуетъ такая точка, которая, принадлежа фигур&, или будучи 
неизыённо сф нею связана, имфетъ въ этотъ моменть скорость, 


равную вулю; эта точка и есть мзновенный ценяфъ. Геометриче- 
эл из® ыы ` у 
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ское мёсто ирнозенннхъ центровъ н2 неподвижной плоскости есть 
кривая, которая называется неподвижной центроидой; уравнен1е 
ея Ио. ч,)- 0 получимъ изъ уравнен1я (5), исключивъ время (. 


Пользуясь формулами, выражающими относительныя координаты 
точки черезъ абсолютныя: 


Ё = (еж есч + -ч.) зи, 
ы = - @-х.) 54 +(ц- 4.654, 


съ помощью уравнен1й (5) мы найдемь опносипельныя коофдинаты 
иъновенназо центра: 


Е Нема 
и ых: ы 


: ' 
Ире. . ых 4 
к ака 
Исключивъ время (р изъ уравн.(6), получимъ уравнензе: 
Ф(Е.,1)=0 
кривой, которую мгновенный центръ вычерчиваетъ въ движущемся 


т%л%, т.е. уравнен1е побвижной центфоибы. 


Возьмемъ приведенный выше примпфъ 2-0й: эллиптическаа циф- 
куль. 


Пользуясь формулами (5), находимъ абсолютныя координаты 
ымгновеннаго центра: 


5. = Ятф +Я ам. = 2%, 
й =: (5) 
= Зсоъа + $54. 1- = 956054. ). 


Исключивъ отсюда время, находимъ уравнен1е неподвижной 
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чентроиды: 
день = АВ“. 
Неподвижная центроида есть, слёдовательно, окружность ра- 
д1уса 24, съ цектромъ въ точкё © (черт.20). 
Относительныя координаты мгновеннаго центра на основан1и 
ур. (6) будуть: . 


й. = (9.05454 + Я оз и"). =. 594, 


и 
= СЯ вне = $06594. 
Исключая т ‚ получимъ уравнен1е подвижной центфоиды: 
В 3 
Е 9. 
Подвижная центроида 


есть, слёдовательно, окруж- 


2% ность радзуса $ ‚› съ цен- 


© м ж{, тромъ въ точк% 

Взявши вторыя произ- 
водныя по времени отъ ур. 
мы (2), мы найдем выражен1я 
для проекц\й ускорфенфя ка- 


у 
9 кой-либо точки фигурн. При- 


Чертехъ 20. равнивая эти выражен1я ну- 
лю, мы получимъ уравнен1я для опредёлен1я координатъь точки, 
ускорен1е которой въ моментъ $ равно нулю; эта точка называ- 


ется центромъ ускофен4и. 
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РЛАВ.А У. 


$1. Вфащенле швефдато тпла вокрузъ неподвижной точки *). 


Веремъ двф прямоугольныя системы координатныхъ осей съ об- 
щииъ началомъ въ неподвижной точкё () : одна система, съ осями 
0Х., ОЧ ‚0%, неподвижна въ пространства, другая; съ осями 
ОЕ - 0" 7 0 ‚ неизм®нно связана съ тёломъ  (черт.?21). 

Положен1е осей ОЕ ; °* я 05 ‚ мы опредёляемъ слёдующи- 
ми тремя углами: угломъ 202 -4} **) и двумя ‘углами, образуемыми 
осями Г: и 0Х съ пря- 
мой 0’, по которой 
пересёкаются плоскости 
25%9ч и 01 ‚ т.е. уг- 
ломъ Л0Ё = в угломь 
м№х =. 

Эти углы будемъ от- 
считывать слёдующимъ об- 


разом: 4} отъ 0% къ 02, 


слёва направо для наблю- 


дателя, расипбложеннаго 

по 0%; ф от 0№ въ 

Чафтежь 21. 0% въ такую сторону, 

чтобы при пореходё отъ 0 къ М уголь { возрасталь на; 
отъ 0% къ ОЖ’ въ ту сторону, гдё ‘находится ось ОУ 

Примпръ: Т%ло вращается равномёрно съ угловой скоростью ® 


*) дналипическое фазсиотртн4е деиженчя, составляющее 9д0- 
полнен{е къ соотсптсивующей статьь первой части курса. См. "Те- 
* орет. Неханика", ч. ТГ. 


**) Гречесиуя буквы: р (#и), ой {пси) и $ (тэмта). 
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вокругъ оси 02 ‚› которая сама равномфрно вращается съ угло- 
вой скоростью 7 вокругъ оси 0% › оставаясь къ ней перпенди- 
кулярной. 

Пусть въ моментъ $-0 ось 0% находится въ плоскости 


105% , тогда уравнензя движен!я будутъ: 


$-%. 9-9 
д -& + п. 


При вращен1и тёла вокругъ точки 0 углы $ , ей ‚ } ‚› изм8- 
няются съ течен1емъ времени, а потому уравнен1я движеня т®ла 
будутъ: 

$ -40, $-4® ,У-ЬФ:. 5 

Косинусы девяти угловъ между направлен1ями осей абсолют- 
ныхь и относительных координатъ обозначимъ для краткости бук- 
вами си, ф ‚ @ со значками 1, 2, 3, какъ видно изъ слёдующей 


таблицы: 


Эти девять косинусовъ связаны между собою шестью равенст- 
вами (2) и (3) 


ие 1 


а > 
фе 55 


*ТБОРВТИЧЕСКАЯ ИЕХАННКА". Ч.ТГ. Проф. И. В. МЕЧЕРСКТИ. ч.3. 


ве 

гово в, + с,с,- 0, 

о Вс”, а. (3) *) 
аа. Бос, = 0 


Е п: ь (3) равносильны 6 равенствь (2,) и (8,) 
аанайнад-1, 
Е .- ВаЮ 
с+ +=, 
с + ов, + а, 6, =0, 
фе, + №е, + Бон, р.....-. (8) 
ав. * ще, ^ ще, - 0. 
преобразуя постепенно жоофдинатную систему (29% въ сисвему 
ОР , получинь слъдующя выраженя для довяви сОЗ-овъ че- 
резъ при узла (}, 9,у: 
аа воин, 
д, = с0%4. Чи + т.о, 
а, = иль. т 
рае ода, 
&- -пифиифсоофевифи, 
4, = век ф. миф, 


© = Уи кф, 
с, = -с05ф м, 
ь- $. 


Въ вышеуказанномъ примтрт: 
а, = воз. уму „оне евкий, а, Зи, 
6, - к-т, Бенин, 5 ев 
с, = 65 орт, в- 0. 
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Относительныя координаты точки связаны съ абсолютными сл$- 

дующими формулами: 
© = а + т +е.2, 
п 9 + Вс, нтзнниа Вова 
& = а. + + 62; 

Приведенныя здзсь форыулы извёстны уже изъ курса аналити- 
ческой геометр1и. 

Уравнен1я траектор1и точки „ЛЬ [62 "1 В 5 ) мы получимъ 
изъ урави. (4), придав 8 2 а $ 5 поспоянныя значеня в ис- 
ключивъ время, которое входитъ въ выражен1е косинусовъ. Полу- 
ченныя два уравнен1я будутъ выражать, очевидно, н®которую сфе- 
рическую кривую. 

Уравнен1я кривой, которую неподвижная почка (©, к вы) 
пространства вычерчиваетъ внутри двикущагося тфла,  получимъ, 
когда въ уравн.(4) координатамъ 5, Ч, < придадимъ постоян- 
ныя значен1я и исключимъ время. Очевидно, получатся 18 же са- 
мныа (по виду) уравнен1я, что и для траектор1и точки 6 ( р ь 
1,2 ), но перемёнными въ нихъ будутъ уже Е ‚1 , 5 › ы 2» 
Ч, х , - постоянными. 

Примьъчан1е: Цля нахожден1я этой кривой можно, конечно, вос- 


пользоваться уравн. (5), выражающими относительныя координаты 


$ 
1 
8 


Исключивъ отсюда время, получим уравнен1я кривой. 


черезъ абсолютныя: 


02 а} + аз, 
филе ия , еее» (5) 
Ср +в; 


у 
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$ 2. Скорости точекъ тъла, врацающатося вокрузъ 
неподвижной точки. 
Дифференцирован1емъ по времени находимъ ‘изъ ‘уравн(4) для 
проекц1й скорости 7” точки тёла 4 ( ;- и 5 5 ) слёдующая вы- 
раженуя *):; 


пмео5@и,Х) = Чана + #93, 
сеъ(х, У) = а 0, 6-62, ет) 
вх $) = - о-в} 


г 
‚. 94, р - 46. Е. 
о а Та 
ь- Чоь , цы, свт. 


Чтобы вывести н%которыя свойства скорости 1^ , преобразу-. 
емъ формулы (6), подставивъ вмзсто Е 1 в ‚ ихь выраженая 
изъ уравн. (5); - получимъ: 


4 = ци ви +в) (аа + бе) ии +в), (0 


Нд = ба бов) + био недо неа), (В) 
-4 = киа, + бб чо,е,) + (ад о,в) нц був), (|) 

Замёчаемь, что коэффиц1енты при > въ формул (%), при у 
въ (р) и при © въ ©) равны нулю; въ самомъ дёлв, взявши пер- 
выя производныя по времени отъ уравн. (2), находимъ по сокраще- 
н1и на два: 


*) для каждой почни ппла еЯ опносишельныя коофдинати Е ‚ 
1 * 5 сохраняютъ ПОСТОЯННЫЯ значензя при движензи тъла, 
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оо + 6 +суе, = 0, 
са, + 4 +9 =0,%.............(7) 
а; + Бы +ее = 0: 
Кром% того, дифференцируя по времени уравн. (3), находим 


сл&дующ1я зависимости между остальными коэффицаентами при 5, 


у, %, въ формулажь (%), (р, №: 
са, + безо, = — авс), 
аза, + Ци чеуа, = — (окау+ че), 5... (8) 
° абыя ибнеа = - (а\я +в; 
Обозначимъ для сокращен1я письма лёвыя части равенствъ (8) 
черезь 9., @, №, такъ что: 
$ = оо + бо, в, 
@- паче, ©... (8%) 
З- аа, + 6, Ц+в,с!. 
Тогда на основан1и уравн. (7), (8) и (8') мы получимъ сл5- 
дующ1я выражен1я для проекц1й скорости какой-либо точки т%ла: 
кел5(и.Х) = х@9-ч$, 
пкевз(х, У) = 2%, 29$, р... (9) 
1ксо5, 5) = 9 - 6. 
[вь примрв: $ =К.со5тй,, @ = бий, $-*). 


Изъ выраженги (9) выведемъ нзкоторыя заключензя; 
Координаты (5, }, Х ) точки т%ла, скорость которой рав- 


на пули, должны удовлетворять слёдующимъ условаямз: 
=@-ч% - 0, 
х9$,-х9 = 0, 
49 -2@ = 0. 
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п ВЕ НИЯ 
= —— (6) 


Такъ кокъ одно изъ уравненай (5) есть слёдств1е двухъ дру- 


гихЪъ, то мы имфемъ здзсь два уравнен1я съ тремя неизвё®стными 


Е о Вы == (16) 


Изъ уравн. (10) слёдуетъ, что координаты 2, ч, х. , точки, 
скорость которой равна нулю, связаны двумя уравнен1ями первой 
степени; значить, существуетъ безчисленное множество точекъ, 
скорость которыхъ равна нулю. Вс№ эти точки лежать на прямой, 
проходящей черезъ начало координатъ, которая и выражается урав- 
нензями (10). Если перемённой { дадимъ опредзленное значензе, 
то3 о, получать опредёленныя значен1я, и уравн. (10) вы- 
оазятъ прямую, которая называется мзновенной осью т%ла для со- 
отвфтствующаго момента времени. 

Мгновенная ось съ течен1емъ времени м#няетъ свое направле- 
н1е въ пространств, такъ какъ 9 а: | Е, % - функц1и времени. 
(Въ примёрф уравнен1я мгновенной оси будутъ: 

ОВ Иа ТЕ ] 
$ соьу фин Е 


Направлен4е мгновенной оси обозначим черезъ 5%, ; на черт. 
22 мгновенную ось представляетъ прямая 05. . На основан1и ур. 


(10) направлен1е мгновенной оси (5 ) опредёлимъ по формуламъ: 


со%( 9 рее вия НИС 
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Узловая скорость () ‚ съ которой т%ло вращается вокругъ 
‹ мгновенной оси, равна*) 
отношен1ю скорости какой- 
либо точки т%ла къ ея 
кратчайшему  разстоян1ю 
до оси. 

Возьмемъ точку т%ла 
Я, лежащую въ разомат- 
риваемый моментъ времени 


на оси 05 въ разстоя- 


наи отъ начала коорди- 

Чертехъ 22. натъ, равномьъ  единиц® 
(2-1, 4-0 ‚{=0); кратчайшее ея разстоян1е #3 ло оси 09% 
обозначимъ черезъ 1, : 


48-ь 


Очевидно: 


4 - О (408) = Буве) = ИЕ т 


На основан1и формулъ (9) проекц1и скорости точки будуть: 
1. ев5 (1,0) = 0, 
1.55 (щ,9)- х%-= Х, 
9 со.) --х6--@, 


уу. 


Такимъ обравомъ, угловая скорость @& выразится’ слёдующей 


: ору 74+Я° Иа) 


откуда 


формулой: 


Изъ уравн. (12) слёдуетъ, что угловая скорость © ‚ вообще 
говоря, зависитъ отъ времени, потому что 9 -- [6 , $, - функц1и 
времени. 


[вь примьфъ угловая скорость имфетъ постоянную величину 
о -у и т 


Угловую скорость, какъ всякую величину, можно изображать 
зфафически '- отрёзкомъ прямой извёстной длины, въ зависимости 
отЪ длины того отрёзка, которымъ мы изобразимъ угловую  ско- 
рость, равную единиц®, Условившись откладывать узловую ско- 
рость по направлен4ю мзновенной оси (05%), мы можемъ угловую 
скорость С) разсматривать, какъ нёкоторый вектор, а, слёдо- 
вательно, можемъ и провктифовать ее на координатныя оси; - по- 
лучимъ: 


и 9 
усе, ХХ) -У+ ЕЯ я 9, 


2 есъ(©, 9-Я ск 
бе(о,#): УФЕ м 


Уравнен1я (13) даютъ намь кинематическое значен1е т%хъ 
аналитических» выраженуй, которыя мы выше обозначили черезъ 
$, @,%, ниенно: 9, @ и % пфедставляють проекщи узло- 
вой скофости на коофдиналныя оси 0х ь ЮУ шок 

Чтобы рёшить вопросъ относительно того, въ какую сторону 
т%ло будетъ вращаться для наблюдателя, расположеннаго ‘по мРно- 
венной оси, предположимь, что на одинъ моментъ мы взяли ось 
0%, совпадающею съ мгновенной осью, и найдемъ, въ какую сто- 
рону направлена скорость точки 5+ ? 

Такъ какъ угловая скорость направлена по 0%, ю 9-0, 
@-0 и 93>0 , слбдовательно, по форм. (9): 


чреез,)- 0, 
/№:е55 (5,9) С Я, 
чув (и,#)- 0. 


откуда слёдуетъ, что скорость 7’, направлена параллельно оси 
0У въ положительную ея сторону. 

Такимъ образомъ, вращен1е вокругъ мгновенной оси, направ- 
ленфе которой опредфляется урави. (11), происходить слива на- 
право для наблюдателя, расположеннаго по направлен1ю угловой 
скорости. р 

Исключивъ изъ уравн. (10) время, мы получимъ уравнен1е по- 
верхности - неподвижназо аксоида. 

[ вь пфимьфь - неподвижный ‘аксоидъ будетъ круглый конусъ, 
ось котораго есть ось 0% : 


+ - к х- 0.] 


Чтобы получить уравнен1е подвижното аксоида, мы должны 
найти проекц1и угловой скорости ©) на координатныя оси 08 г 
©, [4 ‚› движущаяся вмЁстВ съ тВломь: 


со-соъ(в, ) = [у 04+ а, 
62-6056) = 9 = $9+ 6,4-&$, ›....,... (14) 
2-ев5( 2) = «= 3+; 9+6. 


По формуламъ (14) найдемъ/у , (), ®, и тогда  уравненфя 
мгновенной оси въ относительныхъ координатахъ будуть: 


с аа 
ыы Бя ака ВЯ 


Искдючивъ изъ уравн. (15) время, получимъ уравнен1е под- 


$ Е,4,5)-0. 


вижнозо ансоидо: 
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Проеку4фи скорости Г какой-либо точки тёла, имфющей коор- 
диналы 2 , Ч 3 2 ‚ на оси ОЕ , ми ‚02 , выражаются черезь , 
т, 2 формулами, подобными формуламъ (9): 


пиесз(»,6) = 9 -Пт, 
лксох,) = Бл- 2, 
еек) = Чр- Е. 


(Въ примъфь имземъ: \- у зииХ , 9- лусеъ $, “= *] 
Уравнея1я мгновенной оси въ относительныхъ координатахь 


ии ис я 


‘будутъ: 


отсюда, уравнен1е подвижного аксоида 


©. & и 7. 
== 0. 
слёдовательно, подвижной аксоидъ есть круглый конусъ, ось ко- 
тораго совпадаетъ съ осью 02 м. 


ГЛАВА \1. 


ДВИЕЕНТЕ СВОВОДНАГО ТВЕРДАГО ТЗЛА. 


(0общ+й случай двихен4я твердазо пъла). 


$ 1. Рвометрическов фпшен1ев. 
Положен1е свободнаго твердаго т%ла вполн® опредфляется по- 


ложен1емъ прехъ ето точенъ, не лежоцихъ на одной прямой. 


Теорема. При движен1и т%ла въ общемъ случа всякое поло- 


хен1е тзла можеть быть получено изъ какого-угодно другого по- 
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ложен\я посредствомъ двухъ движен1й: врфащенфя вокрузъ нькошо- 


фой оси и движенфя поступательназо (пфямолинейноазо). 


Чертехъ 23. 


Пусть: ы % ы С будутъ положен1я трехъ точекъ т%ла при 
, 


первомз его положензи, 2}, $, © _- при второмъ (черт. 23). 
Очевидно, 1$ =#% и $'=36 ‚0-2. Знаемъ,*) что вращея 
твло вокруРъ н8которой оси $% › проходащей черезъ точку + й. 
можемъ перевести треугольникъ {© въ такое положен1е №, , , 
пои которомъ сторона. 48 == , 20, 20 , 3,6, 86 „тогда пря- 


мыя, соединяющ1я соотвётственныя вершины треугольниковъ 519,6, и 


436 будуть равны и параллельны: 517 '=#3,8 46,0; волёдстве 
этого мы можемъ разсматриваемый треугольникъ (а вмёст% съ нимъ 
и т8ло) изъ положения #3,е, перевести въ положене зе по- 
ступательнымь движенземъ по прямой а › такъ какъ , когда", 


двигаясь по:+:' , перейдеть въ:\ , то точки %, и & перейдутъ 
Вы ие 


Движен1е тфла, состоящее изъ вращен1я вокруг н%которой 
оси и поступательнаго движен1я вдоль этой оси, называется вин- 
повымъ движен1емъ. Ось называется при этомъ винтовой осью или 
осью вфащенфя и скольженля. 

Основной случай такого движен1я представляеть движен!е 
винта въ неподвижной гайк%. 


Твофема. Пфи движенфи тъла въ общемъ случаю всякое поло- 
жен1е езо можетъ быть получено изъ какозо-уъодно друзозо по- 
ложен1я посфедствомъ винтовото движеня вокруфъ никоторой оси, 

Намъ нужно доказать, что вращен1е вокругъ оси $4 и по- 
ступательное движен1е по направлен1ю яя (см.черт.23) можно 

‚.замвнить винтовымь движен1емъ вокругъ н®которой оси. 

Замвнимъ поступательное движен1е по прямой 4 9 двумя по- 
ступательными движен1ями: переведемъ сначала точку 4 прямо- 
линейнымь движен1емъ изъ 5+ въ Я, ‚ а затфыъ изъ & прямоли- 
нейнымь же движен1емь въ:\ , причемь 5. 1 Ж% , а#4 1%. 
Очевидно, вращательное движен1е тзла вокругъ оси Хи посту- 
пательное движен1е его, перпендикулярное къ ХХ, ‚, составляютъ 
вмёст% движен1е, параллельное неподвижной плоскости (перпен- 
дикулярной къ хх ); а перем$щен1е тзла при такомъ движенйи, 
какъ мы знаемъ, всегда можно замфнить вращен1емъ вокругъ *н%- 
которой оси .1Х |4. присоединяя къ этому движен1ю поступа- 
тельное двикен1е по м, которая параллельна -11.”, мыи по- 
лучимъ въ результат виниовое движен4е тфлв. 

боотвётствующай винтъ можно легко построить слздующимъ об- 
разомъ: возьмемъ круглый цилиндръ, ось котораго будетъ .146. 
(черт.24), а рад1усъ равенъ единиц длины; пусть й будетъ 


тотъ уголъ (выраженный въ частяхъ рад1уса), на который тёло 
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должно быть повернуто около оси; навернемъ на цилиндръ прямо- 
угольный треугольникъ 4-80 „ ВЪ которомъ уголь 0/ опред®ляет- 


ся изъ уравнен1я: 


ое 
9 


тогда гипотенуза -С образуетъ искомую винтовую лин1ю. 

Сльдствфв. Доказанная теорема справедлива, какъ бы мало 
перемёщен1е тёла не было, слёдовательно, она справедлива и 
для беаконечно-малазо пефемпщенля. 

Такимъ образомъ, при разсматриваемомъ движен1и т%ло въ на- 
чал% и въ конц каждаго безконечно-малаго промежутка времени 
дф занимаетъ так1я два положен1я, что изъ перваго во второе 
оно можетъ быть перемёщено посредствомъь винтового движен1я 
около н%которой оси; поэтому движен1е тЪла въ общемъ случа 
можетъ быть разсматриваемо, какъ предфльный случай ряда по- 
сл*довательныхъ винтовыхъ движен1й; при этомъ ось винта изм*- 
няетъ съ течен1емъ времени свое положен1е и въ пространств и 
внутри т%ла. Эта ось называется мзновенной винтовой осъю, или 


ма.новенной осъю вфащен4я и скольжен4я. Мгновенная винтовая 


ча» 7 


Чертекъ 24. г Чертеж 25. 
ось описываеть при своемъ движен1и дв® линейчатыхь поверхно- 


сти, - одну въ самомъ двикущемся 7т8л%, другую въ пространств®; 
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первая ›товерхность называется подвижным аксоидомъ млновен- 
ныхъ винтовыхъ осей (или 'подвижнымь аксоидом мгновенныхь 
осей вращен1я и скольжен1я"), вторая, - неподвижным аксои- 
домъ изновенныхь винповыхъ осей (или "неподвижнымъ аксоидомъ 
мгновенныхъ осей вращен1я и скольжен1я"). х 

Простёйш1й случай такихъ аксоидовъ представляютъ два од- 
нополыхъ зипефболоида (черт.25). Въ каждый ‘моментъ времени 
оба аксоида имфютъ, очевидно, общую производящую, которая и 
служить мгновенной винтовой осью для этого момента; кроыё то- 
го, она является въ то же время осью скольжен1я, Движен1е т&- 
ла въ общемъ случа® можно разсматривать, какъ результатъ сое- 
динен1я катон4я подвижного аксоида винтовыхъ осей по аксоиду 


неподвижному со скольженфемъ вдоль по общей производящей. 


$ 2. дналишическое флшенде. 


Веремъ двф системы координатныхь осей: одну (ОХ, ОУ, 
0% ) неподвижную въ пространств и другую (Е я 9 29072 
неизы®нно связанную съ т%ломъЪ (черт. 26). 

Положен1е т%ла будетъ опредфлено, если извзстны: положе- 
н1е точки 0 ве. Ч. , я. )*) и направлен1е координатныхъ 
осей ОЕ, 0% у {174 относительно осей 0х 5. 09 ы 0& ( или 
относительно параллельныхь имъ осей: 02, ФЗ 0 ); эти 
направлен1я опредёляются тремя углами: Ф , ау, $ ** 

Движен1е тзла въ общемъ случаъ вполнф опредёлено, если 5., 
ах й , . ‚ выражены извзстными функцаями отъ време- 
ни; поэтому мы имфемъ шесть уравнен1й движен1я т%ла: 


о = 6 ‚ч.4, 2.49; 


*) точку 0 чсспо называющъ полюсомъ. 
=) Черезъ Я › # и # обозначимъ шь же узлы, что и въ слу- 
чап двихен4я твердазо штъла вокфузъ неподвижной точки. 
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4-5®, у-20, $ 5%. 
_ вов а выше случаи движен1я твердаго тфла могутъ 
быть разсматриваемы как частные случаи движен\я, выражаемаго 
шестью написанными уравнен1ями: 


для поступательнаго движен1я: 
30 -50-5-0; 
дая вращен1я около неподвижной оси ( 0%): 
+ -446)-4®-2®-504)-0, 
для движен1я, параллельнаго неподвижной плоскости (2007): 
$4 -2® -5 4-0; 
для движен1я вокругъ неподвижной точки (©): 
44 =) -5®-0. 


Пфимпфъ 1. Винтовое движен1е т%ла около оси 0% выражает- 
ся уравнен1ями: 


Чершежу 86. Чершекжъ 27. 


- 64 - 


Пфииьфъ 2. Т%ло равном&рно вращается съ угловой скоростью 
$ вокругь оси ('Х, которая не находится въ одной плоскости 
съ неподвижной осью 0 (черт.27); пусть 00'= % будеть краз- 
чайшее разотоянае между этими осями; положимъ, что ось 0'Ё не- 
` изыфино окрёплена со стержнемъ, который расположенъ по 00’ и 
вращается вокругъ оси ОХ равномёрно съ угловой скоростью Ми; 
тогда уголъ {} будет постоянный (0); предполагая, что въ мо- 
менть [=0, ось 0'Д находится въ плоскости #0’, мы полу- 


чимъ слёдующ1я уравнен1я движен1я твла: 


2. = оесоьий „= брулий, Х.= 0, 


ф-2., 9-й. 


Основныя фофмулыи, выражающая абсолютныя координаты х., у + 


< какой-либо точки .1 черезъ ея относительныя координаты бы 
\, 74 ‚› будуть: 
х = х.- и + 6+: , 
т с соя оо аойУ ОЙ 
Х = $. + с, + те. + 


формулы, выражающ1я обратно относительныя координаты Е , 
“ , 2 черезъ координаты абсолютныя ©, Ч ‚Х , будуть сл®ду- 


ющя: Е = 24-2) +0 (4-4) +9559), 


а $, (-ж)* ур 6. у а 
5 = в, (х-жю)+ <, (ц-) ©:(«-х.). 


Исключая изъ уравн. (1) время $, которое входить ‘въ выра- 


жензя 5., ^|., Я. и девяти ©05 -овъ 0% ,‚©@,........ @» полу- 


фооокулны к лагов вафООИ 
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чимъ два уравнен1я проекаоффи точки... 1$ хе уравненуя, если 
считать въ нихъ перемёнными относия. координаты @ „т д, а 
постоянными абсол. координаты 5х , № ‚^ , будуть уравнен1ями 
хфивой, вычерчиваемой въ т&1%8 кэкой-либо неподвижной точкой 
(35,14 ,%) пространства. 

Взявши производныя по времени отъ уравн, (1), мы получимь 
сл&дующ1я выражен1я для проекц1й скорости точки. (Е йе и ‚5 ) 
18ла на оси абсолютныхь координатъ: 


пкео(иь У) - № ной + +5, (3) 
псоьси; 4) = 48 = Ха, + вт+4З, 


ГВ 
24. = 42, в: 44... 

`По этимъ формуламъ можемъ найти и величину и направлен1е 
скорости точки. (:. Первые члены уравн. (3): ©, , ч.. ‚ Х сть 
проекц1и скорости полюса 0’, остальные же вырахаютъ проекци 
той скорости точки./(., которую она имзла бы, если бы точка 0 
была неподвижна, а т$ло вокругъ нея вращалось. 

Факимъ образомъ, формулы (3) показываютъ, что скорость 
точки твердаго т&ла въ общемъ случай движен1я равна геометри- 
ческой сумм скорости полюса (11) и вфащательной скофости (г) 
точки во вращен!и т%ла вокругъ этого полюса: 


АХ = д +. 
Преобравуемъ формулы (3), подставивъ эмвото 5 и] ь ъ Их 


выражен1я изъ формуль (2). Получим, очевидно, формулы, анало-` 
гичныя формуламь (9); 


*ТВОРВТИЧЕСКАЯ ИЕХАНИКА”. 9.11. Прод. Я. В. ИВЧЕРСЕТЙ Я. 5. 
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17605.50) = ж+(-х)6 4-1) % 
17005, 9) = 4.+(х-®Я-(-х)9, 5.......(4) 
длсо5(м,{) = Хх + @-$9-6©-—) ©, 
ГД с ‚ @ 2 3) пыбють тз же значен1я, что и въ случа враще- 
н1я твердаго т%ла вокругъ неподвижной точки; какъ и тамъ, уз- 


ловая скорость тёла опредфляется по величинё и направлен:ю 
изъ формулъ: 


о, 


©.Х и: 
жк $0. 
ео АВЕ 
ссз(@,-) А? 

в05(6,#) =. 
9+ $ 


(Въ нашемь примпрь 


$ = Клим соиф, 


`°и угловая скорость им%етъ постоянную величину: 


© = “+ + лусо5х ). 


Основываясь на томъ, что скорость точки твердаго тёла въ 
общемъ случа% движен1я равна геометрической сумы скорости по- 
люса и вращательной скорости вокругъ этого полюса, легко по- 
строить эту скорость. Пусть © будетъ полюсъ, ^\ скорость по- 
лиса и 04-0 угловая скорость тёла (черт.28). Желая постро- 
ить скорость какой-либо точки тфла.Л\), проводимъ изъ .Л6 отр*- 
зокъ МФ . Чтобы найти вращательную скорость (© ) точки 
-&, опустимъ перпендикуляоъ .4 ва 6:4 ; вусть.М0=Ъ, тог- 
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л да по величин® 7^’=1.@ ; 
эту величину мы отложимъ 
по перпендикуляру къ пло- 
скости, проходящей черезъ 
точку.4Ь и ось 04, такъ. 

чтобы для наблюдателя, рас- 


положенчаго по соси, она 


была направлена слфва на- 
Чертехъ 28. право; получимъ прямую 

А ‚ которая и бужеть представлять вращательную скорость”. 

Построивъ на .169) и 463 ‘параллелограммъ, получимъ  д1агональ 


Л, которая и будетъ изображать скорость (1) точки М. 


РПЛАВА УТ. 


ОТНОСИТЕЛЬНОЕ ДВИЯЕНТЕ ТОЧКИ В$ ОБИЕИЬ СЛУЧАВ. 


При разсмотрён!и относительнаго движен1я точки представ- 
ляются, какъ мн видзли, дв% главныя задачи: 

1, Даны: движен1е т%ла и относительное движен1е точки, - 
требуется опредёлить ея абсолютное движзн1е; 

2, Даны: движен1е т®ла и абсолютное движен1е точки, - тре- 
буется опредзлить ея относительное движен1е. 

Въ случав относительнаго движен1я точки по отношен1ю къ 
твердому т$лу, которое движется хахъ узодно, - въ пефвой за- 
дачв даны х., м. ,%, ‚, Ф ‚\ ‚$ › и относительныя координаты 
точки - Е ы х х ‚ какъ извёстныя функц1и времени; нужно най- 
ти абсолютныя координаты точкя - х , у ‚ Х ‚какъ функция вре- 


мени; - фииенфв получается непосредственное изъ формуль (1) 
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(стр.64), во второй задачё даны: х., 9. , .,ф, к. ‚$ ‚и аб- 
солютныя координаты точки 2С, ф ‚Хх, какъ извёстныя фунвци 
времени; требуется опредфлить относительныя координаты ‘точки 
рр й 2 въ функц:яхъ времени; рюшен{е получается изъ фор- 
мулы (2) (стр.64). 

Соотношен1я, существующ1я какъ между скоростями, ‘такъ и 
ускорен1ями абоолютнаго и относительнаго движен1й точки, въ 
общемъ случаъ, мы получимъ изъ формулъ (1) (стр.64),  диффе- 
фенцифуя по вфемени: для скоростей - одинъ разъ, для ускоре- 
11й - два раза, причемъ здёсь координаты Е › ый , 5 мы должны 
считать пефемюнными; въ результат получимьъ извЪстнныя уже за- 
вусимости (с) и (©): 

АР ЧА ее аЙ 


- абсолющноя скофость почки равна звометрической суииъ ея от- 


носительной скофости.и скорости той точки пъла, съ которой она 


совпадаетъ; 


- абсолютное ускофен4е точки равно зеометрической суммъ тфехъ 
ускорена: ускофеная относительназо, ускофеная той точки т- 
ла, съ копорой она совпадаетъ, и ускоренфя Корфолисова или до- 
бавочнало. Г 
Проекц1и добавочнаго ускоренфя * на координатныя оси вы- 


рахаютоя пб формуламъ: 


Фо) - за, 
& соь(К, 9) - (абв), 
сое ($, 5) - (а ЕВ + 2). 
Еортолисово или добавочное ускофен1е $, какъ видно изъ 


эвихъ форлулъ, и въ общемъ случаъ такъ же, кан® въ раасиот- 


фьънномъ ранъе частномъ случаь, Равно по ввличинь и направяз- 
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н1ю удвоенной вфащетельной скорости той точки тъла, радлусъ- 
вектофъ которой, проведенный изъ полюса, равенъ по величинь и 
направлен1ю относительной скофости И. 

За исключен1емъ случая поступательнаго движен1я тёла, до- 
бавочное ускорен1е к равно нулю только тогда, когда относи- 


зельная скорость 1/, параллельна мгновенной оси. 


РЛАВА УТ. 


СЛОЖЕНТЕ ДВИЖЕНТЙ ТВЕРДАГО ТВДА. 


та 

Если т%ло 1-ое совершаетъ н%которое относительное движе- 
н1е по отношен1ю къ тёлу 2-ому и зат&мъ, всл&дств1е движен1я 
2-го тёла, - движен1е переносное со 8-ымъ, то абсолютное дви- 
жен1е 1-го т%ла называютъ составнымь движенфемъ, получиваиися 
отъ сложеная двухъ составляющихь движен1й: относипельназо и 
переносназо. 

Вер#дко 2-ое т&ло, относительно котораго разсматривается 
движен1е 1-го т&ла, замзняется тремя координатными осями, не- 
измённо со 8-ымъ т%ломъ связанными и съ нимъ вм%ст% двихущими- 
ся; тогда относительное движен1е 1-го т%ла складывается съ 
движен1емъ этихъ координатныхь осей. 

Могутъ представиться случаи, когда приходится складывать 
при движеная: тфло 1-ое совершаетъ относительное движен1е по 
озношен1ю къ тфлу 2-му, затёыъ переносное движен1е со вторымъ 
т%ломъ въ движен\и его по отношен1ю въ 3-му т%лу, и, наконецъ, 


переносное движен1® вмёст& съ З-нмъ т®ломъ; въ этомъ случаЪ 
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абсолютное движен1е тъла будетъ движенйв составное изъ жрехъ 
составляющцихь движений. 

Вообще можно разсматривать движен1е тёда, составное изъ 
сколькихъ-утодно составляющихь движен1й. 

Извфстно, что скорость точки въ составиомъ двищен1и рав- 
ыяется по величин® и направлен1ю геометрической сумы ея ско- 
ростей въ составляющихъь движен1яхъ. 

Въ случа деухъ движен1й, обозначая черезъ ^7\ скорость 


точки въ относительномъ движен\и, черезъь ^^г. скорость ея въ 


движен1и нереносномъ, черезъ \\ - скорость въ движен1и состав’ 
номъ, имземъ: 
АР = А. + 
Примзняя эту теорему къ той или другой точк® разсматрива- 
змаго тёла, мы будемъ въ состоян1и по даннымъ составляющимъ 


движен1ямъ т%ла опредъялить его составное движен1е. 


$ 2. Сложен4в поступательныхь движенфй. 

Пусть т%ло совершаетъ два поступательныхъ движеная: отно- 
сительное со скоростью 7^/ и переносное со скоростью“; най- 
дем составное движен1е т%ла. 

Въ первом состав- 

ляющемъ движен1и твла 

= емко А в5% точки тзла — имВють 
одну и ту же скорость 
\, & во втором соста- 
вляющемъ движен1и -ско- 


росзть А". Возьмемь въ 


т8л% какфя-либо дв точ- 
Зертехь 29. ки Я и (черт.29). 


Скорость зочекь 1 й Ф въ составномъ движен1и суть геометри - 
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зеск1я суммы ихъ скоростей въ сосзавляющихь движен1яхь, т.е, 
по величин и направлен1ю изображаются д1агоналями параллело- 
граммовъ, соотвётственно ностроенныхь на скоростяхь М илл“ 
точекь Фи $. 

Д1агонали (1”) обоихъ параллелограммовъ будуть равны и оди- 
ваково направлены; слёдовательно, въ составномъ движен1и т®ла 
скорости любыхъ двухъ точекъ:№ и равны по величинё и на- 
правлен1ю; поэтому, движен1е авла, составное изъ двухъ посту- 
`потельныхь Овихен1й, всть поже движен4е поступотвльное, при- 
чемъ скофость пъла въ этомъ движен1и изображается д4азональю 
параллелозрамма, построенназто на скоростяхъ составляющихъ дви- 
жен1а. 

Выведенный результатъ можетъ быть, очевидно, распростра- 
ненъ на скорости скольнихъ-узодно составляющихь поступатель- 
ныхь движен1й: движен1е тфла, составное изъ сколькихъ угодно 
постунательныхъь движен1й, есть также движен1е поступательное; 
скоросфь этого. поступательнаго движеная равняется твометриче- 
ской сумиь скоростей составляющихь движен1й: по величин и на- 
правлен1ю она изображается замнкающей многоугольника, стороны 
котораго имзютЪъ величины и направлен1я скоростей  составляю- 


цихъ движен1й. 


$ 3. Сложенфе движенуа: вращательнато вокрузъ нкоторой оси 
и поступащельназо по напраелен1ю, пефпендикулярному къ 


эшой оси. 


Пусть 1%ло совершаетъ вращательное движен1е вокругъ оси 
0+ съ угловой скоростью , и переносное поступательное со 
скоростью 1”, ‘причемъ ллк_|_ 03 (черт. 30). 

Составное движен1е т%ла будетъ движен1е, параллельное не- 


подвижной плоскости, перпендикулярной къ оси вращен1я т%ла. 
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Проведемъ пло- 
скость 9, перпен- 
дикулярную къ оси 
вращеная 0:4; отъ 
точки (., вдоль по 
оси, отложимъ уг- 
ловую скорость т8- 


ла @ въ такомъ. 


направлен1и, чтобъ 
Чершежъ 30. наблюдатель, раа- 
положенный по этому направлен1и, видфлъ вращен1е происходя- 
Щимъ сльъеа направо. Скорость какой-нибудь точки т8ла ЛЬ, взя- 
той в$ плоскости 9, въ составномъ движен1и равна геометриче- 
ской сумы ея скоростей 14 и М". Такъ какъ 94104, то 1^ на- 
правлена въ нлоскости 9 пернендикулярно къ. и равна: 


ли, = МЮ; 


если изъ точки .10 проведемъ лин1ю, равную и параллельную 1 и 
на \\^ и” построимъ параллелограмыъ, то дфагональ этого па- 
раллелограмыа (^7/), лежацая въ плоскости 9, и будеть ско- 
рость точки ЛЬ въ составномъ движен1и. 

Найдемь въ плоскости 9’ такую точку (С) тбла, скорость ко- 
торой равна нулю (черт.31). 

Ясно, что скорости 1) им» такой точки должны быть равны 
и направлены по одной прямой въ противоположныя стороны. Для 
того, чтобы ^^^ была равналл”, должно быть 0©= — (такъ какъ 
1\, = 6-06.; для тога, чтобы \/ или” были направлены по одной 
прямой, ©, должно быть | ©» (такъ какъ ^^ 1 00.); наконецъ, для 
тога, чтобы М) и” были направлены въ противоположныя отора- 
ны, (@С долкна быть направлена въ такую сторону, чтобы ско- 


рость М” точки @ оставалась вправо для наблюдателя, раополо- 
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женнаго по (С и смо- 
трящаго на 05 .Постро- 
енная такимъ образомъ 
точка © и будетъ (мгно- 
веннымъ) центромь вра- 
щензя. 


Вс® точки тёла, ле- 


кацая на прямой ©% , 
параллельной оси 0% , 
Чертежъ 31. будуть въ составномъ 

движен1и тёла въ данный моментъ въ поко%, т.е. 63 будетъ 
(мгновенной) осью вращен1я т%ла. 

Опред%лимь узловую скорость 5% ‚ съ которой т6ло въ состав- 
вомъ движен\1и вращается вокругф оси ©% . 

возьмемъ точку тёла О, Скорость этой точки въ составномъ 
движен1и т%лз равна М” , такъ какъ ея скорость ^\^ равна нулю, 
При вращен1и 1%ла вокругъ оси (% скорость точки @ равна 
5$%.0©, поэтому 

55.06 - мм, 

откуда 


а такъ какъ 

06 =-№_, 
то 

2-о. 
слпдовательно, разоматриваемов составное движвн4е тьла всть 
вфращенае пъла вокрузъ оси ВС съ вой же узловой скоростью ©), 
какъ и составляюцае вращен4е вокрузъ оси 0:4. 

Изъ предыдущаго мы можемъ обратно сджлать слъдующее заклю- 

чен1е: вращен1е т%ла вокругъ нзкоторой оси можно всегда зам%- 
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нить вращен1емъ вокругъ другой оси, ей параллельной, съ той 
же угловой скоростью, присоединяя къ этому вращен1ю движен1е 
поступательное съ той скоростью, какую имфетъ какая-либо точ- 
ва новой оси. 


$ 4. Сложенфе вращенфй вокрузъ параляельныхь осей. 

Составное движен1е тё&ла въ данномъ случав будетъ движен1е, 
параллельное неподвихной плоскости, перпендикулярной къ на- 
правлек1ю осей. 

Цервый случай: два составляющуя врацен1Я птла происходять 
въ одну и ту же сторону. 

Пусть угловая скорость переноснаго вращательнаго движен1я 
т8ла вокругъ оси ол будетъ с) , относительнаго вокругъ оси 
01...06), (черт.32). Въ 
алоскости 9, перпенди- 
кулярной къ 01 и 04. 
$ долженъ существовать 


(мгновенный) центръ (. 
Скорость точки С въ со- 


ставномъ движен1и равна 


нулю, но, какъ абсолют- 


ная скорость всякой точ- 

Чертежъ 32. ки, ока равна геометря- 

ческой сумы® двухъ скоростей М" и №, соотвтствующихь враще- 

нзамъ вокругф осей 0 и 0,3; ; поэтому скорости ^\? и № точ- 

ки (С должны быть фазны и направлены по одной прямой въ про- 
тивоположныя стороны. 

Точка, удовлетворяющая этимъ услов1ямъ, ваходится на пря- 

мой 00 , между точками О и ©, причемь разстояная ея ©0, и 


(0 должны быть таковы, чтобы 


их = м, 
но 
АА, = 63. СЮ, „- к = 050; 
слёдовательно, 
©): 0 0, = в. (0 

откуда 

60, _ < 

№ & 


Такимъ образомъ, находимъ, что точка (С дёлить прямую 00, 
на части, обратно пропорцфональныя угловымъ скоростямъ состав- 
ляюцихь вращен1й. 

Прямая 9, параллельная 0 а 04, будетъ осью состав- 
вого вращзи1я; слздовательно, отъ сложен1я вращен1я вокругъ 
двухъ параллелькыхь осей въ одну и ту хо сторону получается 
вфаценае въ ту же сторону вокрузъ оси, имъ пафаллельной, при- 
чемъ центръ врощенфя дплитъ прямую, совдиняющую центфы дан- 
ныхъ вфащенфй, на чости обфатно-пропорц1ональныя узловымъ ско- 
ростяиъ этихъ врацен1и. 

Покажемъ, что въ данномъ случа узловая скофость 5% со- 
ставного движен1я равна сумм® угловыхъ скоростей составляю- 
щихь движен1й, 

Точка © въ относительномъ движен1и имфетъ скорость Ми 
равную нулю; поэтому скорость этой точки въ составномь движе- 
в1и равиз переносной ея скорости ММ ; 

лм = 05. 00. 


Прк вращензи же вокоугь оси (© въ составномь движен{ и 
окорость точки (), равна ® СО, ; слёдовательно: 
©: 00, - 92.60, 


или 


©(0%0+ 60, = 5260, 
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приняоъ во вниман1е выше выведенное равенство 
6.60 - ©.60,, 
получаенмь 
62:00, + 62-9, =98.00, ; 
откуда 
ош =Я. 


Примпчанфе. Отыйтимъ полную аналог1ю полученнаго вывода 
съ резуньтатомъ сложен1я двухъ параллельныхъ силъ, нанравлен- 
ныхъ въ одну сторону. 

Второй случай: два составляющуя вращеная пфоисходять въ 
фазныя стороны въ различными узловыми скоростями (черт.33). 
Положим >, 


Плоскость 9 перпенди- 


кулярна къ 05 и 0, 
Найдем въ плоскости 9 
точку С (моновенный 
центр), скорость ко- 


торой въ составномъ 


движен\и равна нулю. 


4 Очевидно, скорости 
Чертехъ 33. этой точки въ состав- 
ляющихъ движен1яхь /^ и ^^” должны быть направлены по одной 
прямой въ противоположныя стороны и равны между собою. Поэто- 
му точка (© должна лежать на лини 00, съ внёшней стороны 
зочекъ 0 я ей ‚ ближе къ той оси, вокругъ которой угловая ско- 
рость вращен1я больше Скорости точки @› при вращен1и вокругъ 
осей (.4 и ОЛ, будуть соотвественно: 
лм = ©. 0, 
ал, = 6, (0, ; 


слёдовательно, 
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©. 0 = «.0С9., 

откуда 
че 
00 о. ? 


Такимъ образомъ, получимъ: мзньовенный уантръ лежитъ на 
прямой, совдиняющей ценифы данныхъ вращен1й съ внпиней сторо - 
ны ближе къ оси, для копофой узловая скорость зращенфя больше, 
и разстоянтя мъноввнназо центра до центровъ данныхь врацен4й 
обратно пропофуфональны соощетиственнымь узловымъ скофостяиъ. 
Лин1я © , параллельная (№и ©. будотъ осью составного 
вращен1я. 

Узловая скорость Г вокрузъ оси [#2 Фазна Фазности узло- 
выхъ скоростей соспаваяюцихь движен4а. 

Дфиствительно, скорость точки ©, въ составкомъ движен{и 
должна быть равна 

^^" = с-00,, 


такъ какъ для нея 


при вращен{и хе вокругъ оси ($ скорость точки (©, будетъ рав- 
на 5200, ; слёдовательно: 
52.08, = 6.00, ; 
выёсто 00, подставиыь (С@-С0 ), тогда 
$50, - 2.00, -в 56, 


ЕС 
со. СЮ = <, С®,, 
Поэтому 
92-0, = «.00,- 5; (®, 
откуда 


Я =м-, 


Ифииьчен4е. Отиётныъ и эдЪсь полную аналог1ю полученнаго 


. ЗА - 78 - 


вывода съ результатомъ сложен1я двухъ параллельныхь сидъ, на- 
правленныхь въ разныя стороны. 

Трет1й случай: вфощенйя пфоисходятъ въ разныя стороны съ 
фавными узловыми скоростями. 

`Прим8няя къ данному случаю результаты, выведенные для слу- 
зая неравныхъ угловыхъ скоростей, получимъ, что въ данномъ 
случав угловая скорость составного движен1я равна нулю, а со- 
отвётотвующая ось вращен1я находится въ безконечности. Пока- 
жемъ, что составное движен1е т%ла будетъ движен1е поступатель- 
нов. 

Возьмемъ точку 3 на прямой 00, (черт.34). Скорость точки 
3 при вращен1и звокругъ оси я будетъ: 

пл, = и: 30, , 

при вращен1и вокругъ оси (0.4 будеть: 

лм = . 30 

Такъ какъ 7/^/ и 1А^ 
направлены по прямой, 
перпендикулярной къ 00, 
въ одну сторону, то в0- 
ставная скорость \” точ- 
ки 9 будетъ перпенди- 
кулярна къ (00, и рав- 


на сумм скоростей м, и 
ПА, 


у-6(30^90) - >. 04,. 


Уертежь 34, 


Возьмемь на прямой 00, другую точку 9 . Скорость ея при 
вращен1и вокругъ оси 04; будетъ: 
ПМ = «09, 
при вращен1и зокругъ оси 0 будетъ: 
м = м. 094, 
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но скорости М илл” точки 9 направлены по прямой, перпенди- 
кулярной къ 00, въ разныя стороны; поэтому 
ле = иг м = 0(69-02) - 2.00. 

Видимъ, что скорости двухъ точекъ тёла ФЗ и 4) въ плоскости 
9 равны по величин® и направлен!ю; отсюда заключаемъ, что въ 
разсматриваемомъ случа шюло движется поспупажельно по на- 
правлен1ю, пефпендикулярному къ плоскосщи, заключающей оби 
данныхъ вращвн1й, причемъ скофость посцупаавльназо движвная 
Фавнязшся произведен1ю ввличины узловой скорости на кранчаай- 
шев раастояне мехду осями. 

Примьчан4е. Этотъ случай вполн аналогиченъ парё парал- 
яельныхъ силъ; поэтому его иногда называютъ "парой вращензя". 

Нолученные выводы относительно сложен1я вращен1й вокругъ 
Эвухъ параллельныхъ осей легко распространяются на случай 
сложев1я сколькихъ-узодно врощзн1й вокругъ параллельныхъ 
осей. 


$ 5. СЯОЖЕНТЕ БРАЖЕНТЯ ВОЕРУГЪ ОСЕЙ, ПЕРЕСВЕАЮНИХСЯ 
85 ОДНОЙ ТОЧЕЗ. 


Пусть т%ло вращается вокругь нзкоторой оси хх, и затёмъ 
участвуетъ въ переносномъ вращательномъ движен1и вокругъ оси 
МХ, которая въ точкё О пересёкзетъ ось $1, (черт.35). 

Даны угловыя скорости т%ла: 


вокругъ оси К елених. 0 3 
и и од казна АД 


Эти угловыя скорости изобразимъ изкоторыми отрёзками и от- 
ложимъ ихъ но соотвётственнымь осямъ отъ точки © в такую 


сторону, чтобы для наблюдателя, расположекнаго цо этому ва- 
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правлен1ю, соответствующее вращен1е тфла происходило слёва на- 


право; пусть 


о, = 0% 


© = 03 


Такъ какъ въ обоихъ составляющихъ движен1яхъ точка 0 но- 


Чертожъ 35. 


АЛ перпендикуляры С® 


в1и вокруРъ оси $$, будетъ: 
ли = 00:09 ;. 


подвижна, то составное дви- 
жен1е будетъ вращензе во- 
кругъ неподвижной точки 0, 
и, слёдовательно, въ со- 
ставномъ движенфи тёла су- 
цествуетъ мгновенная ось. 
Найдемъ направлен4е 


этой оси. Построимъ на 
угловыхъ скоростяхъ Фи 
©), параллелограммъ 0490. 
Докажемъ, что скорость точ- 
ки С въ соотавномъ движе- 
н1и равна нулю. Опустамъ 


изъ точки @ на оси 4 и 


и С%. скорость точки @ при враще- 


при вращен{и вокругъ оси ЛЖ будетъ: 


иг = 0. 6. 


Зам#чаемъ, что 


0,09 = ЗА 04%, 


0-66 = 2 д 0%. 


Изъ равенства треугольниковь 0 и 090 слёдуеть 


0. СВ = ©. , 
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ЛА = мАМ. 

Такъ какъ вращен1е т&ла вокругъ осей х% в .М,ЛХ' происхо- 
дитъ слёва направо, то скорости /^ и АМ точки [о будутъ на- 
правлены перпендикулярно къ плоскости чертежа въ противопо- 
дожныя отороны; поэтому геометрическая сумма равныхъ по вели- 
чин скоростей ^^ изм”, предоставляющая скорость точки (/ въ 
составномъ движен}и, равна нулю. 

Очевидно, вс® точки прямой 0, будутъ имёть скорости, рав- 
ныя нулю, поэтому прямая (0( и будетъ осью составнозо вроще- 
н4я. 

Такимъ образомъ находимъ, что ось вфащен4я, полученнато отъ 
сложвная вфащензя вокрузъ двухъ первопкающихоя осей, направ- 
длвна по дфазонали пафаллелозвамио, построенназо на узловыхъ 
скоросшяхъ составляющихь вфощенай. 

Опредёлимъ узловую снорооть & составного вращен1я тёла 
вокругъ оси 0(/. Для этого удобно взять точку №, такъ какъ 
скорость ея въ составномъ движен1и найти весьма просто. ДАй- 
ствительно, скорость точки Х- при вращен{и вокругъ оси $% 
будетъ: 

= 0; 
а вокругъ оси .{.М’будетъ: 
лиг =, 

гд% Я перпендикулярна къ напразлен1ю мх; поэтому ско- 

рость составного движен1я (1”) точки + равна с ; при вра - 

щен\и же тёла вокругъ оси @© съ угловой скоростью ® ско- 
- рооть точки Я будетъ равна ®.41% › ГД $ разстоян1е точки 

Я оть оси 0 по перпендикуляру къ этой оси; слёдовательно: 


®. Я, =« АТ, 


"ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ИБХАНИКА". Ч. ТТ. ° ПРОВ.Н. В. ИЕЦЕРСКТЙ. д.6. 
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но произведен1е о. представляетъ плоцздь параллелограмиа 
0486, которую можно также выразить произведенземъ 06.4; 
поэтому имвемъ: 


о- 064; 


откуда 


$ = 0С. 

Такимъ образомъ находимъ, что узловая скорость составното 
вращен1я, полученназо отъ сложенфя вращенфа вокфузъ двухъ пе- 
фесъкающихся осей, изображается не только по направлени, но 
и по ввличинъь дзазлональю пафаллелозфаима, посироенназо на уз- 
ловыхъ скоростяхъ составляющихъ вфацен4й. 

Примъчан1е. Замзтимъ, что при сложен1и двухь силъ, прило— 
женныхъ въ одной точкЪ, мы им%ли аналогичный результатъ. 


Обратный вопросъ - о разложен4и даннаго вращен1я ‹ вокругъ 


неподвижной оси на два составляющихъ вращен1я всокругъ осей, пе 
ресзкающихся съ первой осью въ одной точкё, р8шается также 
аналогично тому, какъ въ статикё рёшался вопросъ о разложен1и 
данной силы на дв составляющ:я. 

Пусть т&ло вращается вокругъ оси 04 съ ‘угловой ско- 
ростью © (черт.36). Разложенйе этого вращенйя на два состав- 
ляющихъ вращен1я вокрутъ осей, проходащахь черезъ точку 0 р 
будетъ опредфленнымъ, напримёръ, въ томъ случа, когда заданы 
величина и направлен\е угловой скорости &@ одного изъ состав- 
ляющихь вращен!й; тогда геометрическимъ вычитан1емь вектора 
@) изъ вектора 52 найдемъ величину и напразлен1е угловой ско- 
рости (©), - второго составляющаго вращен1я. Въ статикё отъ 
сложен1я двухъ силъ по правилу параллелограмма мы переходили 
къ сяожен!ю сколькихъ-угодно силъ, приложенныхь въ одной точ- 
к8; также и здзсь отъ слохжен1я угловыхъ скоростей двухъ вра- 


щен1й по правилу параллелограмма мохемъ перейти къ сложен1ю 
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сколькихъ-узодно вращценй вокругъ 
осей, проходящихъ черезъ одну точку; 
въ результат® получимъ сл$дующую те- 
орему: узловая скорость составнозо 
врацен1я, полученназо отъ сложен4я 


сколъкихъ-узодно вращенй вокрузъ 


осей, пефвсъкающихся въ одной щоч- 
кь, по величинь и направленлю равна 

Чезтежь 36. зеомвтрической суммь узловыхъ ско- 
ростей составляющихъ вращенфй и изображается замыкающей мно- 
зоузольника, стороны кошоразо импюлъ величины и направлензя 
данныхь узловыхь скоростей. 

Какъ примвфъ сложен1я вращен1й т%ла вокругъ прехъ осей, 
разсмотримъ вращенфе тьла вокрузъ неподвижной точки. 

Примемъ эту точку какъ за начало неподвижныхь координат- 
ных ссей 0%, 09 ‚ 0% ,‚ такъ и за начало подвижныхь коор- 
динатныхь осей 0Е у 0* г: 02 ‚› неизы%нно связанныхь съ т$- 
ломъ. (Черт.37). Направлен1я подвижныхь координатныхь осей 
опредёляются по отношен1ю къ осямъ неподвижнымъ, какъ уже из- 
с%стно, углами ф я ау й +. При вращен1и т%ла углы $ . эр и $ 
съ течен1емъ времени изыёняются, а потому: 


4-5 +. 9-40. 
Дифференцируя эти функц! и по ф ‚ получимъ выражен1я $. 
и $ ‚ представляющя угловыя скорости вращен1й тёла вокругъ 
осей, проходящихъ черезъ точку 0 я перпендикулярныхь къ пло- 
скостямъ 202 г. х6у и Рот ‚ въ которыхъ соотвётствующ1е 
углы находятся; такимъ образомъ, $ есть угловая скорость во- 


_ кругъ оси ОХ & направлена по прямой 0Х№*) въ ту или дру- 


*) прямая ох ‚ какъ перестчензе плоскостей ОУ в #07 г 
перпендикулярна къ 05 и 0% ‚а, слтдовотельно, и жъ плоско- 


сти 202. 
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гую сторону, смотря по энану {} ; |’ есть угловая скорость во- 
кругь оси 0% и направлена по © въ ту или другую сторону, 
смотря по знаку 1; $ 
есть угловая скорость 
вокруг оси 02 и на- 
правлена по 02 въ ту 
или другую сторону, 
смотря по знаку $ * 
Складывая три вра- 
цен1я тёла вокругъ осей 
ОХ, 0% а 02, по- 
лучимь составное вра- 


щен1е вокруз точки 0 


съ угловой скоростью 
Чертежъ 87. (), которая равна гео- 
метрической сумм скоростей $ * А и $ 3 
д-4-1-4 

Отсюда слёдуетъ, что проекцуя угловой скорости @ на ка- 
кую-либо ось равна алгебраической сумы проекц1й на эту ось 
угловыхь скоростей $ . у и {$ ‚ направлен1я которыхъ выше ука- 
заны. ` 

Чтобы получить угловую скорость © ‚, сначала  сложимь по 
правилу параллелограмма ‘угловыя скорости $ и кй ‚ а затёых 
полученную угловую скорость ©. сложимъ съ угловою скоростью 
$ ‚› - найдемъ: 


и = 03. *) 


Угловая скорость 04 но величин будетъ равна 


*) на чертехь напфовленчя узловыхъ скоростей взяты танкзя, 
хопория соотвттствуютъь полокитедьнымь значен4ямъ производныхъ: 


9, +.8.- 
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ОЯ-Ур + 9 усов , 
а такъ какъ угловая скорость ''’ перпендикулярна къ ОХ, то 


угловая скорость © вращен1я т®ла вокругъ неподвижной точки 


Найдемъ выражен1я для проеку1й: | + 9 ‚ © угловой ско- 


по величинв равна: 


рости на оси 0%, О , 02 , связанныя съ тломз, черезъ уг- 
лыф, 1, $ и ихь первыя проиэводныя по ‘времени 9, у, $. 
Пусть 09 (черт.38) будетъ прямая пересфчен1я плоскости 
#02 съ плоскостью 
01 ; эта прямая со- 
ставляеть прямые углы, 
какъ съ осью 07, такъ 
и съ прямой 0.Х’.Угло- 
вую скорость ^/' во- 
кругъ оси 0% разло- 
жимь ва двё: О. по 
оси 0 и 0% шо 
прямой ОФ; получимъ: 


04 = 1у'<056 х 
Чертехь 88. 09-= чи. 


Тогда угловая скорость тфла будетъ разложена на три угло- 


выя скорости: 


по оси 0%........... 4009, 
а О Мы ара 
погодя $. 


Веремъ суммы проекц1й этихъ составляющихъ угловыхъ скоро- 


стей на оси 08 ‚ т, 0% . Такъ какъ 


то мы находимъ: 


- 87 = 


( ДинНАкиКкА). 
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ПРИНЦИИИ Кинетихи изложени въ первой части Куфса Творети- 
ческой Иехоники (0тф.164 - 170, 1914 +.). 

Тамъ же (на страниць 170) формулированы дет злавныя зада- 
чи Кинетики точки: 

Т. Дано движен4е матер$альной шочки; пребуется опредтълипь 
силу, подъ вл4янземъ хопорой это движен4е соверщается. „ 

11. Дана сила, приложенная къ машерзалъной почкт; иребу- 
впся опредъзить двикен$е, которое подъ вл4ян4емъь этой силу 
вочка соверщаетъ, 

Первая задача фпшастся лезко: (способъ ея Ръшензя указанъ 
на стр.170 - 178 первой части). Рвшенуе второй задачи, вообще 
товоря, несравненно труднте. 

Разсмотримъ эту задачу прежде всезо въ случат прямолиней- 


назо деикжензя. 
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КИНЕТИКА ТОЧКИ. 


бе Е В зы 


РЛАВЕ Т. 


ПРЯИОДИНЕЙНОЕ ДВИЖЕНТЕ. 


Матерфальная точка совершаетъ прямолинейное движен1е тог- 
да, и только тогда, когда сила, къ ней придоженная (или рав- 
нодвиствующая силъ, если ихъ нёсколько), во все время движе- 
и1я направлена по одной прямой, по которой направлена ско- 
рость точки въ одинъ какой-либо моментъ времени. 

Въ самомъ дл, если точка движется прямолинейно, то ско- 
рость ея въ каждый моментъ направлена по одной и той-же пря- 
мой, а, слёдовательно, по той прямой, по которой направлена 
скорость точки въ одинъ какой-либо моментъ; по той же пря- 
мой, очевидно, направлено и ускорен1е, а, слёдовательно, сила 
должна быть направлена все время по той же прямой. 

Прямую, по которой точка движется, принимземъ за ось ОХ; 

Въ нашей задач дана сила, значить задана ея проекця 
Ж*) въ видё одного изъ слёдующихь выражен1й: 


3 (поч), { (6), 4%) ‚42 4,5) „4,5, ам) хх); 


р представляетъ величину силы, вэятую со знакомь + 
вода, козда сила направлена въ полокительную сторону оси 04, 
и`со энакожъ -, козда оцла направлена въ отрицательную сторо- 


ну оси ОХ. 
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требуется найти координату > точки, какъ функц1ю времени, 


Первый 


#. Данная сила имфетъ поспоянную величину: 
Х -9Сюм). 

Важнфйи1й изъ случаевъ этого рода представляеть сила тя- 
жести: Х-п4, если положительная ось (0% направлена по 
вертикали внизъ, и Х--пч, если эта ось ваправлена по вер- 
тикали вверхъ. = 


Второй принципъ кинетики даетъ намъ: 


ера ВИ 

д. т 
или 

ИЕ 

о* и 
откуда 
ах = д -4 (34); 

ь : 


Я ое 


гда С’ постоянная произвольная. Значен1е [© будеть  опред*- 
леннымъ, когда, кром® силы, намъ задается скорость точки въ 
какой-либо моментъ: если дано, что въ момент {=(,, скорость. 

5! = 20, =06, 
то вЪ силу уравненфя (1): 

© = 3-1, «©, 
откуда 

б=7= 3%. 
Моментъ $. называется начальнымь моментомъ, а 2 называется 
начальною скофостью точки. 


Очень часто полагаютъ, что начальный моментъ 1.-0 у От 2 


Оф 


да въ нашемъ случа%: , 
=. 

Уравнен1е (1) представляетъ первый иншезфалъ задачи: онъ 
выражаетъ скорость точки черезъ время и даетъ намь  возмож- 
ность опредёлить, когда скорость точки будетъ равна нулю, и, 
слёдовательно, когда можетъ измёниться направлен1е движен1я. 

На основан!и уравнен1я (1): 


оф 
Е 6. 


(С зджсь уже величина изв®стная) 


откуда 
9 4*, 4 + р 
хай ава 


гдё 5) - вторая процавольная постоянная; значен1е <) будеть. 
опредёленнымь, когда для начальнаго момента {= | задано со- 

отвётственное положен1е точки: х,-0 ; это положен1е называет- 
ся начальным положенфемъ точки. 


На основан1и уравненая (2): 
ей 
ту 
откуда 


9=а,- Эа, 


Когда 1,-( , постоянная 9-0. 
Уравнен1е (2) называется впофым® инлетраломъ задачи. 
-Въ упомянутомъ выше случаЪ силы тяжести, когда Х-т\ при 
{.-0 первый и второй интегралы будутъ: 
ха $ +, 


5, = Ч ой ча, 
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Примпчан4в. Если сила постоянная по величин, но измёняетъ 
свое направлен1е во время движен!я, тогда мы разбиваемъ дви- 
жен1е на так:я части, чтобы въ каждой части сила сохраняла по- 
стоянное направлен1е, и опредёляемъ указаннымъ способомъ дви - 
жен1е точки въ каждой части отдёльно. 


Второй случай. Сила задана ‚ какъ функу4я вфемвни и: 


Хх - 1. 


Важный случай такой силы представлаетъ сила, измёняющаяся 


пер1одически съ течен1емъ времени, напримръ, 


Хх -= ф-соььй. 
Имземъ: 
а 4). 
откуда найдемъ первый интегралъ задачи: 
ское ЩЕ 


Постоянную произвольную @ мы опредвлимъ, зная начальную 


скорость точки, 25.=0 ‚ Для краткости обозначимз: 


[1404-7®, 
тогда 


© = =. +6; 
откуда 


С =я-4:7%). 


Уравнен1е (3) даетъ намъ возможность р%шать различные во- 
опросы относительно скорости точки. 
Изъ уравненая (3) имфемъ: 
ак - А. : 
48 * = 96 


И 
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(значен1е й считаемъ уже опредёленнымъ). 


Находимъ второй интеграль задачи. 
ха | 9. --а кайт 


Вторую постоянную произвольную мы опред%лимъ, зная началь- 
ное положен1е точки, 55. -=% 


Обозначимъ: 
| 70%-ч0; 
получимъ на основан1и уравнен1я (4): 
= 4) +6%-9 
. отвуда 
9=аи- +.9®-0%. 
Въ вышеуказанномь частномъ случаз, когда 


" Х = Кей, 


имземъ: 


7Ьетфй случай. Сила, приложенная къ точк%, дана, какъ функ- 


55==-===-=-=--- 


у1я раастоянфя двикущейся точки отъ начала коорбинатъь: 
х - Ко. 


Важнёйн!й случай такой силы представляеть сила притяжен1я 
къ неподвижному центру, а также сила отталкивантя отъ непод- 


вижнаго центра; такъ, напримёръ: сила притяжен1я по зэкону 
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чало координатъ НЫ въ притягивающемъ центрз, © - посто- 


Ньютона равна (7 ), если у масса притягиваемой точки и на- 
янная величина; сила Заставляющая колебаться частицу ‘упругаго 
т8ла, ость сила притяженя, равная ({^1т.х) , если начало коор- 
динатъ помфщено въ ореднемъ положен1и частицы, и т.д. 

Имъемъ: 


-юЮ. 


ет 4х. = ©. 


ИЛИ 


` 
Помножимъ правую часть этого уравненйя на се ‚а л%вую 


на равное ему произведенае 2.4 ; тогда получим: 
ыы 
ох! а = 
УС чей = {еда 
или 
ина ее = (ао) Ча; 
откуда 


= (<) 4х, 


и первый интегралъ задачи будетъ: 


= ал +6... ИИВН 


Положимъ: 
Пех- 9%. 
тогда первый интегралъ задачи представится въ виДА: 


В Е Е: 


`Постоянную произвольную [@ опред®лимъ съ помощью началь- 
Р ! 
наго положен1я х.- 0 и начальной скорости Х,=0%. 


Изъ уравнен1я (5,) слёдуетъ: 


откуда 


Уравнев1е (5, ) даетъ намъ возможность рфшать различные во- 
просы относительно скорости точки; изъ этого уравнен1я получа- 
емъ: 


ху [9]. 15) 


Знакъ передъ радикаломъ опредфляется направле1емъ началь- 
ной скорости, именно, долженъ быть взятъ тотъ знакъ, который 
имфетъ 

= (+, ель >0 ; — бели 90), 

потому что, какая бы сила на точку ни дфйствовала, точка всег- 
да въ первое время послф начала движен1я будетъ даегаться вЪ 
сторону начальной скорости; если же начальная скорость точки 
равна нулю (=0), то знакь передь радикалоиь опрелёляется 
‚ направлен1емь силы въ начальный моиентъ, потому чтс, если на- 
чальная скорость равна нулю, то точка будетъ двигаться по на- 
правлен1ю силы, слфдовательно, надо взять — , когда сила въ 
начальный моменть направлена въ положительную сторону оси ОХ 
[465 >0] ‚и -, когда сила направлена въ отрицательную сто- 
рону [1659= 0] ; если зе и {= - 0, то точка останется въ 
поко%. 


Изъ уравнен:ч (5,): 


откуда 

*) въ общем изслидован$и мы будемъ писать пвредъ радика- 
домъ два знака: въ`катдомъ часвномт случает удерхисаютъ одичз, 
руководсивуясь при еыборъ указанники соображенчини, 
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ах г 
УВ 
Второй интегралъ задачи будетъ: 
ох, 
= ={+9, ..............(6) 
р -@ . 


ГД я постоянная произвольная. 


Положимъ: 


арх. ы 
т» 
Уз [60-е] 
тогда второй интегралъ представится въ такомъ вид$: 
49) = о и. 
гд8 : 
&-9‹@-1,.*) 
Какъ примвфъ, разсмотримъ прямолинейное движен1е точки, на 
которую дфйствуетъ сила приияженфя къ неподвижному центру, про- 
порцфональная разстоян4ю. 
Дано: 
Х-=-Ю т, 6-0, ла, , х' о. 


Ра 
$ есть величина силы притяжен1я на единицу массы, находящей- 


ся на разстоян1и равномъ единиц оть притягивающаго центра. 


Уравнен1е двихен1я по сокращен1и на Му будетъ: 


Е. 


*) Пфземъ, которымъ мы воспользовались для интезрированзя 
уфавнен4я движен4я въ 111 случаю, можно примънять всяк4й раэъ, 
хода имъемъ дифференцуальное уравненте вида: 


И 
але ^ 9%, 


хак4Я бы перемьъиныя величины не обозначались буквами Ш и ® 


РЕВ 


откуда: 
дай - - хдд 
Первый интегралъ: 
К . 
в == „6. р ВЕ 


Подставляя въ ото. уравнен1е значен1е постоянной произволь- 


ной 
& а 
==. #9, 
получимъ: 
“= + ов + ог’ 
или 
в. 
2, ® © А 
х- ® (а =->). 
Для сокращен1я письма положимъ: 
О ыН 
а + ит = 9 5 
тогда 
* 
= - (4-2), 
и 


х-= ух. обо 


Начальное значен+е 55,= 0 мы можемъ всегда считать поло- 
кительнымь, потому что выборъ направлензя оси @%Х зависить 
отъ насъ, но начальная скорость 0 можетъ быть положительною, 
отрицательною и равною нулю. 

Въ Уравнен1и (5,) передъ радикаломь возьмемъ знакъ плюс 
(+), когда «>00, и минусъ (-), когда < 0 ; когда же 0-0, 
то надо взять -, потому что точка будетъ двигаться къ притя- 


гивающему центру. 


*ТВОРЕТИЧЕСКАЯ КЕХАНИКА“. Ч.1Г. Проф. Н.В. ИВЦЕРСКТЙ. д.7. 
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’ 
Скорость точки - величина вецественная, сл%довательно, раз- 

2, а, 
ность Ко не можетъ быть отрицательной, т.е. необходимо, 


чтобы во все время движен1я было 
м 
х = или <= 9. 
Отсюда заключаем, что точка при своемъ движен1и не мо- 


жетъ удаляться отъ начёьла координатъ на разстоянфе, большее С. 


9 


0 
о не 


И. 


Чертежъ 89 . 

Въ положен1яхь, гдё || =9 ‚ точка имветъ скорость, рав- 
ную нулю, и измёняетъ направлен1е движен1я. Наибольшую скорость 
точка имзетъ тогда, когда д-(, т.е. въ средненъ положенфи, 

Изъ уравнен1я (5, ) можно найти скорость точки для всякаго 
5: 


1. Когда %>0, въ уравнен1и (5, ) радикалъ надо взять со 


>= ку -> : 


знакомъ + ; 


откуда: 


фм 
ух 


Второй интегралъ задачи будетъ: 
= ЕАНиЯ А) заваавааь 08) 


ИЛИ 


ол залу © = ВЯ. . ее) 


ГДЗ 


1 
‚ 


Я = алозии < я 
если положить $. =0 ; дуга берется въ первой четверти. Изъ 
уравнензя (6!) 
35° = (9); 
9 
откуда 
х-дяи(Н-9), 
или 
х = ду (И чолозиу 5) М (6") 
Движен1е, опредфляемое этимъ уравнен1емъ есть зармониче- 
ское колебанлв. 


Изъ формулы (6") слдуетъ, что при измёнени ® на ра 
: е 


УХ. 
или, вообще, на % *, © получитъ прежнее значен1е; сл%дова- 


тельно, если въ какой-либо моментъ точка находится въ поло- 
жонзи Аб ‚› то при изыё8нен}и $ на я ‚ ока пройдетъь до 
положен1я 5. и обратно въ. ; при изыёнен1и же $ ва #1-& 
точка нерейлетъ отъ одного крайняго положенфя до другого. 
Т-2 - назырается продолжительностьк полназо колебан1я 
или вто перз4одомъ. 
ть - называется продолжительностью однозо размаха, 
<) - называется амплитудой колебанзя. 
Т ›, какъ видимъ, зависить только отъ величины притяженая 


эдиницы массы на единиц разстоян1я. 


4-7 


ЗаВИСИТЪ, кромв того, отъ начальнаго положен1я и отъ началь- 


Амплитуда 


вой скорости. 
Уравнен1е (6") можно преобразовать 
<-=9 а ось +кусо5 му. 


Мы нашли выше, что 


м9 = 

9 

слздовательно: 
со39 = УЗ, ы 

9 

и 
х-У д - зи + дос 

Или 


2. Всли 0<0 , то 


х=-= уд 


уе = 


откуда 
> сле лу т =-Я-9, 
гд% 
э9 = чи ; 
слёдовательно: 


2х =. #9). 


Мы получимъ прежнюю формулу (6"), когда возьмемъ дугу, рав- 
ную постоянной 9), во второй четверти, тогда 
х-4. эму ея - лови); 


гд% дуга алое берется уже въ первой четверти: 


4 


а = дух - (8 чомюзие] ) 


ыы Радикалъ беремъ со знаком плюсъ. 


=. 1045 = 


откуда 


2 - длинами) НВ) 


изъ этой формулы получаемъ, каьъ и раньше, 
5% = о.соъ К + фа. 


Мы видимъ, такимъ образомъ, что въ разсматриваемой задач 
знакъ + или — передъ радикаломъ въ первомъ интеграл не ока- 
зываетъ вл1ян1я на видъ второго интеграла. 

Козда ©х- 0 › тогда 9 - чу = 1 А и ола = ‚› по формул 


(6") имземъ: 
х = ии +5), 


или 
5 = а. со. 


Въ случа, когда на точку дёйствуетъ сила отталкиваня отъ 
неподвижназо центра, пропоруфональная фазстоянфю, дифференц:- 
альное уравнен1е движен1я точки будетъ: 

‚2. 
+, Е ‚осо 

Для интегрирован1я этого уравнен1я такъ же, какъ и уравне- 
н1я предыдущаго примФра, кром$ вышеуказаннаго метода, можно 
примёнить методъ частных фишен1й, такъ какъ уравнен1я линей- 
ныя. Уравнен1ю (7), очевидно, удовлетворяютъ: 


5% 
х-е М и, 2=е , 


гд% ©, основан1е натуральныхъ лог арифыовъ; поэтому общее вы- 
ражен1е 2% будетъ: 
хх = (6, 9, 
При начальныхъ данныхъ: 
$50: весной, 


получимъ: 
@ „ - © М -М 
же +6 + @ 6). 


Отсюда мы видимъ, что по истечен1и достаточно большого проме- 
хутка воемени точка будетъ находиться сколь угодно далеко отъ 
отталкивающаго центра. 


Четвефтый случай. Сила, приложенная къ точк%, дана какъ 


бункуля скорости точки: 
Х -1=. 
Силы, зависящ1я отъ скорости, встрёчаются тогда, когда из- 


слздуется движен1е матер1альной точки въ сопротивляющейся сфе- 


д». 

Сопротивлен1е среды разсматривается, какъ сила, приложен- 
ная къ матертальной точк® и направленная противоположно ско- 
рости точки; величина этой силы выражается н®которой функц1ей 


отъ плотности среды и отъ скорости точки. 


Когда плотность соеды постоянна, то сопротивлен1е изм%ня- 
ется въ зависимости только отъ скорости точки, - въ простёй - 
шихъ случаяхъ оно пропорцзонально первой, второй, вообще, ц%- 
лой степени скорости. 

На основан1и второго принципа имфемъ: 

тя 
т = 4). . 

Существуютъ два пути для получен1я интеграловъ этого урав- 

нен1я: 


Т. Такъ какъ 


ть = 4), 
то 
„ть 9% = 4%. 


Первый интегралъ задачи будетъ: 


- 103 = * 


м и 
Положимъ: и 
у 325-46, 
Тогда 

46) =. (+9. о. (7). 


Относя уравнен1е (7') къ начальному моменту, получаемъ: 
4 
$) = (№0, 
откуда 
С = м9) -1.. 
Рёшая уравнен!е (7') относительно 2 , получимь № какъ 
извжстную функцию отъ $ ; пусть 


х'=К®). у ол 
Это уравнен1е позволяетъ намъ рфшать различные вопросы от- 


носительно скорости точки. 


Изъ уравнен1я (7,) слёдуетъ: 


ах =, 
Отсюда находимъ второй интегралъ задачи: 
- (704% +3, ‚А 
полагая 
ко4-ФФ, 
имъемъ: : 
х=$(®)-9, ..,. 1 
рд 
Я =®-Ф(®). 


11. Имземъ уравнен1е: 


Правую часть его помножимъ на 9х › Лфвую - на равное про- 


изведен1е х'4Ф, какъ въ предыдущемъ случаз 111: 


птуз-ае = ое) дрх, 
откуда 
пса — ох, 
{= 
Первый интеграль задачи будетъ: 
ох 
г. п. 
а ыы 
Онъ выражаетъ зависимость между скоростью и разстоян1емъ. 
Положимъ: 
хх =: (х) 
| (<) 
Тогда 
л"Ф(х) = х 6, . Е и 


Р®шая это уравнен1е относительно т, выразимъ 2 какъ 


извёстную функц1ю отъ 5< .; пусть будетъ: 


х =5(х); 
тогда 
в - = ^(0; 
откуда 
ах. - од. 
ло) с . 


слздовательно, второй интегралъ задачи будетъ: 


4 _ 
(-2=; =.) ЕТС) 


полагая 


105 ..= 


[15-1 


49 -\9,, 
Я, = \(а)-1.. 


При р&шен1и задачъ въ случаз Т\/ можно примёнить оба изло- 


имфемъ 


женные способа, выбирая, конечно, тотъ, который даетъ бол%е 
простое рёшен1е. 

Можетъ, однако, случиться, что ни одного изъ уравненйй 
(п) и (9') мы не сум%емъ обшить относительно 5% ; тогда 00- 
вокупность этихъ двухъ уравнен1й можно разсматривать, какъ 
полное р%шен1е задачи. 

Къ случаю Г\/ относятся задачи о движен1и тяжелой точки въ 
сопротивляющейся сфебъ. 

Если сопротивлен1е среды пропорц1онально пефвой степени 
скорости, то при восходящемъ и нисходящемъь движенфи ияжелой 
точки, когда вертикальная ось ОХ направлена внизъ, мы бу- 


демъ имжть: 
Х= лир тии 
если сопротивлен1е среды пропорц{онально квадфату скорости, 
то при паден1и точки: ` 
Х- па, -пицаг, 
а при восходящемь деижен1и точки: 
Х- ту + пит х 
вообще, если сопротивленфе среды пронорцфонально степени {у 


скорости, гдь | число цфлое, то въ дифференцлальномъ уравне- 
н}и движен1я соотвтствующ1й членъ будетъ: 


при Лу нечетномь ......... - УХ, 


а при {7 четномь. - мет, если Х>О 


и при р четномь.......... + итух", если х'<0, 
такъ какъ сила сопротивлен1я всегда имфетъ направлен1е, про- 
тивоположное скорости точки. Е 

Какъ примьръ, разсмотримъ движен1е тяжелой матерфальной 
точки въ однородной средё, сопротивлен{!е которой пропорц1о- 
нально первой стенени скорости. 

Вертикальную ось 0 направимъ внизъ. 

Дано: 

Х- па -птих, 1-0, х,- м, =; 
%>0 или %<0, смотря по тому, какъ направлена начальная 
скорость, вверхъ или внизъ. 


Дифференц{альное уравнен1е движен1я, по сокращен\и на "\ , 


будетъ: 
^х И 
пе 
откуда 


ф-т 


Интегрируя, получимъ: 


- 9 - пак) 6+6. 


Подставляя въ это уравнен1е значен1е постоянной произвольной 


С -- 1 44-м), 


имземъ: 
р т), 
откуда 
-п 
Пе) м, 
ИЛИ я Ре 
ое 
ии 


сл довательно: 


= 07 > 


ф-т = -п) ; 


откуда находимъ первый интегралъ задачи: 


Е" 
ж=-2 - (4-5)... 
Интегрируя еще разъ, получимъ второй интеграль: 
Е -* 
х = 31 ее *9, 
ГВ 
3: 5- 9% 


и слёдовательно: 


ос. = а-4-4- (1 = 


Легко доказать, что тяжелая точка, брошенная вверхъ въ со- 
противляющейся сред, каковъ бы ни былъ закон сопротивленля, 
поднимается въ течен1е болпе коротказо промежутка времени и 
достигает меньшей высоты, ЧчЁмъ въ пустот%, при одной и той 
же начальной скорости ©и . 

Если вертикальная ось (0) направлена вверхъ, то уравне- 
н1е движен1я точки въ сопротивляющейся сред%, по сокращен!и на 


ЧИ\ будетъ: 
> 


Эд 


ГД8 $, есть нёкоторая функц!я скорости, имвющая положительное 
значен1е. Интегрируя, получимъ: : 


Положимъ для краткости: 


тогда: 
-Я6®)= $6, 

относя это уравнен1е къ начальному моменту, когда 50.=0,2= 0%, 

т = 0, находимъ: 7 
-9@<)-= ©; 

слздовательно: 
{= 9@<)-Ход) 

Обозначимъ черезъ * промехутокъ времени отъ начальнаго 


момента до момента высшаго поднят1я точки, когда х!=0 ; тов 


да: 
\- Я\)-20), 
[25° а. 


Время 5 поднят1я точки вверхъ, когда сопротивлен1е сре- 
ды $=0 ‚ равно 


т [42 Та 


Каждый элементъ интеграла (11) меньше соотвётственнаго 
элемента интеграла (12), а такъ какъ суммировав1е элементовъ 


происходить между одинаковыми преджлами, то 


слждовательно: 


$$ 


Для доказательства второго предложеная, беремъ интегралъ, 


й 
выражающ1й зависимость между 5 и © 


Обозначим: 


тогда, подставляя значен1е постоянной произвольной 
С, Е” Ф(<), 
получимъ: 
х-$@)-Ф(®). 
Пусть , обозначаетъ высоту подъема точки; ясно, что с 
равно К ‚ когда 538=0.; слфдовательно: 
ь-$<)-$(0), 


[29 ый 


Высота }{‚ поднят1я точки въ сред, сопротивлен1е которой 


%-0 ‚ т.е. въ пустотв, равна: 


‚% 14 р * К, 
д [2 о кан Аа 

Элементы интеграла (13) меньше соотвфтственныхь элемен- 
товъ интеграла (14), а такъ какъ оба интеграла берутся между 
одними и т%ми же предёлами, то интегралъ (13) меньше интегра- 


ла (14), слёдовательно 


<. 


Для т&хъ случаевъ прямолинейнаго движен1я, когда данная 


сила зависитъ отъ двухъ или`отъ трехъ перем нныхъ величинъ: 


Х-1 6), Хх), Х-{юх), Х-Юх), 
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нельзя указать общихъ способовъ рёщен1я, которые всегда дава- 
ли бы интегралы: въ кахдомъ отдзльномъ случаё приходится упо- 
треблять тотъ или другой пр1емъ интегрирован1я въ зависимости 
ость вида функц! и + Е 


1. Какъ пфимюфъ ка тотъ случай, когда сила есть функц1я 
отъ разстоян1я и скорости, разсмотримъ движенфе точки, притя- 
зиваемой къ неподвижному центру силою, пропофу4ональною раз- 
стоян1и, прикимая во вниман1е сопфотивлен4е срфебы, пропорцто- 
нальное скофоспи. 

Дифференцзальное  уравнен1е движен1я, по сокращен1и на” 
будетъ: 


если постоянный коеффицтентъ сопротивлен1я среды  обозначимъ 
черезъ 
лили 


Введемъ въ уравнен1е (15) вмзсто перенънной Х новую пе- 
фемънную Е такъ, чтобы для & уравнен1е (15) получило видъ, 
нами уже изученный; положимъ: 


= 8.0°, 


я- (Е 
х--9-Г. 


Замвняя въ уравиен1и (15) < , 2 и 5 „полученными для 


тогда 


нихъ выражен1ями, находимъ, по раздёлон1и на ег 


Ору Е -- КЕ -ЭщЕ 2. (16) 


Положимъ: 


== 


тогда уравнен1е (16) приметъ извёстный уже видъ: т 
Е --ЕЕ. а. 


При этомъ могутъ представиться три случая: 1) > т, 
2) \- , 3) &<%. 

Разберемъ подробнёе первый случай, какъ болёе важный, ибо 
во многихъ случаяхъ движен1я сопротивлен1е мало. 

Обозначимъ: 


и - №. 

Тогда уравнен1е (17) приметъ видъ: 
- би ЗЕ 
ЕЕ КЕ , 

отсюда, какъ извзстно, получаемъ: 


В фу 8), 


ГД 
= РА. 1 
и 
5 
причемъ 
ь ' 
& ->. $ Е = х.+лих,, велм 1, =0. 
Такимъ образомъ, для разсматриваемаго движен1я мы нахо- 
дИМЪ: 
5% р 
х, = деи 8) И). 
Уравнен1е (18) выражаетъ "запухающее" колебательное дви - 
жен1е. : 


Покажемъ, что въ этомъ движенйи пфодолхительность однозо 
9 
фазмаха остается постоянной: Ть ‚ величины же разиаховъ 


уфменьшаюнся съ теченлемъ времени въ звомепрической прозфесо4и, 


Е 


- 
‘знаменатель которой: © . 


Дифференцируемъ уравнен1е (18): 


ой : 
я [усов в) фри й 
отсюда получаемъ уравнен1е для опредёлен1я т%хъ ‘моментовъ 


времени, въ которые скорость точки Зе. равна нулю: 
аа... (9) 


Ясно, что уравнен1ю (19) удовлетворяетъ цфлый рядъ значе- 
ми {: : , ф+# в % «а и т.д. слёдовательно,  продол- 
жительность одного размаха < равна постоянной вожичинв 55 г 


продолжительность полнаго колебан1я будетъ: 


. эк 
Тр 


Чтобы доказать второе положен1е, опред%лимъ величины пер- 


взго размаха точки лм, (черт.39) и второго м. . 


Е ЕЕ А и и 
2 —_—_—_и 
>, х, 


Чертехъ 89. 
Очевидно: 
АЛ, - а у ММ +5. 
Въ моментъ р Р. 
де‘ 6); 
въ момент ($, + ка 
р _ийс 


а -чё% симв &)= 26, 


сл&довательно 


№, = х, 4+2"). оон 


145 


=.) 


Далёе, для момента (1, + > 


2 - Яд _ Аа 
х,- 6% мм +6) -хе ®, 


поэтому 


Сравнивая уравнен1я (20) и (21) ВИДИМЪ, ЧТО ЕЕ отлича- 
ется отъ ЗИ. множителемь © 7 или, такъ какъ 597 ‚ мно- 
ит = 
жителемь © , причемь ©“ =; 


Далфе, получимъ: 


слздовательно 


Е 


А 


Такимъ образомъ величины размаховъ при звтухающемъ коле- 
бательномь движен{и убываютъ въ геометрической прогресс\и, 
знаменатель которой есть 2“ если величину размаха  перва- 
го посл начальнаго момента ‘колебан1я обозначимъ черезъ А , 


то величины размаховъ слёдующихъ колебан1й будутъ 


и? = о: -4 
Же ее ре. ит.д. 


Второй случай: 
Уравнен1е (17) даетъ: 
отсюда 


а потому 
а 


*ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ИЕХАННКА”. Ч.1Т. Проф. Н. В. ИВЧЕРСКТИ д.8. 


ЗИ 


&-е(Е-Е. 

Это выражене показываеть, что по истечен1и достаточно 
большого промежутка времени точка будетъ сколь угодно близка 
къ притяривающему центру; при б=е>, х-=0. 

Если начальная скорость точки равна нулю: х.-( , мы по- 
кучимъ: 

хх: 64); 


тогда : 
59 =-41.0, 6”; 


слёдовательно, скорость не мёняетъ своего направлен1я и точка 


все время приближается къ притягивающему центру. 


7овтза случаа: 
Пусть 
Уравнен1е (17) даетъ: 


Интегрируя, находимъ: 


28 Я и 3 постоянныя произвольныя, опредфляемыя по началь- 
ному положен1ю и начальной скорости точки. 


Далфе получимъ; 
ра Де" + Го 


факъ какъ 5-п= 0, то оба члена этого выраженая съ те- 
чен1емъ времени уменьшаются и, слёдовутельно, по  истеченйи 
достаточно большого промежутка времени точка будетъ  нахо- 
даться сколь угодно близко въ притягивающему центру; при [=со, 
х=0. 


Два послфднихь случая низютъ мфото при большомъ сопротив- 


== 


лен1и, напримёръ, когда движется намагниченная стрёлка при 


сильныхъ магнитныхъ успокоителяхъ. 


2. Примьромъ на тотъ случай, когда сила есть функц!я омъ 
вфемени и разстоянфя, можетъ служить задача о прямолинейномъ 
движен1и точки, на которую дЪйствуетъ сила притяжентя къ не- 
подвижному центру, пропорцтональная разстоян!ю, и, кромф то- 
то, перефодическая сила ("возмущающая сила"). 

Уравнен1е движен1я по сокращен!и на массу точки будетъ: 


( 


о" 


Каун (22) 


РД ф, ваибольшая величина возмущающей силы при масс$ точки 
Е ы 2 
равной единиц; пер1фодъ этой силы равенъ °. 
Разомотрииъ случай, когда 40 не равно к. 


Полохжимъ: 


х = $ «бий, 


Ггд% $ постоянный мнокитель, который подберемъ такъ, чтобы 
члены, содержащ1е Е ‚ въ преобразованномъ уравнени (22) 
исчезли; - получимъ: 


о, 
0 ровия 


тогда уравнение (22) приметъ знакомый намъ видъ: 
_Инзегрируя, находимъ: 


В = Л. (+3), 


гда Я и $ постоянныя произвольния, опред$ляемыя по началь-^ 
НЫМЪ ДАННыЫМЪ. 


Далзе получимъ: 


х - Ак я зу. 


416 


Такимъ образомъ, въ разсматриваемомъ случав точка соверша- 
етъ колебан1е, составное изъ двухъ гармоническихь колебаний; 
первое изъ нихъ называется „собственнымъ" или „свободнымъ" 
колебан1емъ, а второе „вынужденнымь" колебан1емъ, 

Замфчательное свойство вынужденнаго колебан1я состоитъЪ въ 
томъ, что при маломъ значея1и р ‚ т.е. при малой возмущающей 
сил, амплитуда вынужденнаго кодебан1я будетъ имёть большую 
величину, если только величины $ и |? мало различаются между 
собою, т.е. если пер1оды собственнаго колебан1я и возмущающей 
силы близки другъ къ другу. 

Въ этомъ и состоитъ явлен1е резонанса - въ прост®йшей фор- 
м. 


Въ случав, когда = ь ‚ получимъ: 
х = Ля +9)- № Ч; 


- подставляя это выраженае Х въ ур. (22), легко убёдиться вВЪ 


томъ, что оно удовлетворяетъ этому уравнен1ю. 


3. Какъ примпръ на тотъ случай, когда сила зависить оть 
фазстоян4я, скорости и времени, мы можемъ взять предыдущую за- 
дачу, введя въ нее сопротивлен1е среды, пропорц1ональное ско- 
рости. 

Уравнен1е движен1я будетъ: 

4“ = -Ко- дих + Уи ; 

& —- 
3д%сь Ау есть величина сопротивлен1я, которое встрачаетъ точ- 
ка массы, равной единиц%, движущаяся со скоростью, равной еди- 
ниц. 

Сила ту, эн ‚ гДФ ТИ, масса точки, есть возмущающая си- 
ла. 


Найдемъ сначала частное рёшен1е этого уравнен!я;- оно бу- 


2937 - 


детъ, очевидно, вида: 

х = бой +, 
гдё С и Я) постоянныя величины, которыя нужно соотв тотвен- 
нымъ образомъ опредёлить. 

Подотавивши это выражен1е 5 въ дифференцзальное уравне- 
н1е, приравниваемъ коэффицзенты при 05% и злу въ об%ихъ 
частяхъ; - получаемъ: 

- 6.4 --С.К - Эм, 
34° --9 9 +26 «В. 


Откуда слздуетъ 


С. (#—-6')-- Я Фтф, 
ЯСлур- 9 (#-)-№. 


Отсюда находимъ: 
2 пр 


(«- ву чеЫ Ро 
__ @ь 
я= * * я ь 
(+ 4 ^ 
Введемъ величину $ ‚› полагая > 
у о 

ый о: НЫ Е 
У ЧР 

тогда искомое частное рфшен1е представится въ видз: 


Ш 


Е Ь им + 5). 
У&- ву + Ав 


Такъ какъ дифференц1альное уравнен!е задачи линейное съ 


= 


. 


послёднимъ членомъ, то общ1й интегралъ его мы получимъ, при- 
бавляя найденное частное р%шен1е къ извфстному уже намъ обще- 
му интегралу соотв тствующаго уравнен1я безъ послёдняго чле- 


на: 


-*. а 


ЕЯ о. , 
Ве а За 


Въ случа наиболзе важномъ, когда >" ‚› т.е. при маломъ 
сопротивлен1и, мы получимъ такимъ образомъ слёдующее выраже - 
нзе для Хх : 

те ь - 
х = № УЕ -3)+ а яр 6), 
У 
гДВ л и У постоянныя, значен1я которыхъ опредфляются поло- 
кенфемъ и скоростью точки въ начальный моментъ |-(, а вели- 


чина | опреджляется уравнен1емъ: 


Ч Е 


Точка совершаетъ въ этомъ случа движен1е, составное изъ 
колебан1й двухъ типовъ: холебан4й запухающихъ и колебанфй вы- 
нуждвнныхь; въ дёйствительности первое изъ нихъ черезъ не- 
большой промежутокъ времени обыкновенно становится уже неза- 
изтнымъ по сравнен1ю со вторымъ, 


При маломъ НЫ аиплитуда вынужденныхъ колебан1й, 


равная ‚› будетъ ввсъма большою даже при 


.. ; 

маломъ я , яв: при малой возмущающей силь, тогда, 
когда величины $ и р будуть мало отличаться другъ отъ дру- 
га, слёдовательно, тогда, когда пер1одъ возмупающей силы и пе- 
р1одъ гармоническихъ колебан1й, соотвётствующихъ силв — 1.5" ‚ 
будуть близки къ равенству; - въ этомъ случа мы имфемъ явле- 


н1е резонанса. 
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РЛАВА 1. 


КРИВОЛИНЕЙНОЕ ДБИНЕНТЕВ, ОПРЕДЪЛЕНТЕ КОТОРАГО ПРИВОДИТСЯ КЪ 


ОПРЕДЗЛЕНТИ ДВУХЬ ИЛИ ТРЕЖЪ ДВИНЕНТЙ ПРЯКОЛИНЕЙНИХЗ. 


Движенфе точки въ плоскости, 


Всли точка во все время движен1я остается въ одной плоско- 
сти, то скорость ея въ каждый моментъ (олфдовательно, и въ на- 
зальный моментъ) направлена въ этой плоскости; измёнензе ско- 
рости, а потому и ускорен1е точки также заключается въ плоско- 
сти движенйя, слёдовательно, и сила постоянно направлена въ 
этой плоскости, Такимъ образомъ, плоскостью движен1я точки мо- 
хетъ быть только плоскость, проведенная черезъ` начальное на- 
правлен{е скорости и начальное направлен1е силы, и движен1е бу- 
де"ъ плоскимъ только тогда, если сила все время останется въ 
этой плоскости, 

` Важн®йш1е случаи, въ которыхъ точка совершаетъ плоское дви- 
жен1е, будутъ слёдующ1е: 1, при д®йств1и силы тяжести; 2, при 
дъйств!и центральной силы *) притяжен1я или отталкиван1я, ког- 
да притягивающ1й или отталкивающ1й центръ неподвиженъ; и 3, 
когда къ силз тяжести или къ силв центральной присоединяется 
сопротивлен{е среды. 

Возвмемъ координатныя оси ох и 09 . Пусть на точку 


*) сила, приложенная къ почив, назчвавнся центральною ви- 
лою тозда, хозда лин4я ея дтёствуя постоянно проходить через 
одну и ту же точку, которая и называется цаняромъ. 
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ел) )двиствуетъ сила Е ‚› проекц1и которой на оси 05 а 


09: Х,У. 


Дифференцйальныя уравнен1я движен1я будутъ: 


Ч _ 
"Хх, 
„р. У 


Сила Е ‚› вообще говоря, мо- 
хетъ зависть отъ времени, по- 
ложен1я и скорости точки, по- 
Этому въ общемъ случа Х + У 
могутъ быть выражены какъ 


функц1и отъ перемфнныхь: ы ь 
Чертехъ 40. ` =, “ 5 х и 4 ; общихь ирЁ- 
емовъ интегрированйя при какихъ угодно выраженяхь Хои и 
указать нельзя. 
° ПростёйшЯИ случай представляется тогда, когда- мы можеиъ 
опредёйить независимо другъ отъ друга движензя проекцёй А, и 
М, (чёрт. 40) точки Дб на координатния оси; для этого-необ- 
ходимо и достаточно, чтобы выраженфе проекцфи силы Х. ве со- 
держало и и у ‚› а выражев1е проекц1и У не содержало Хх и 


5 
Х-4(4.=.5), 
У. ьф. . 
Опредзленйе криволинейнато движен1я точки АХ въ указан- 


номъ случа® приводится къ опредёленю прямолинейныхь движен1й 


ея проекц1й М и ВЯ . Интегрируя уравнензе 


9 = 4. (6,2), 


получимъ два интеграла, содерхаще двё постоянныхьъ произволь- 
ннхъ С, и Я) ; интегрируя уравнене: 


= аЕ- 


ты 
т =. @,4.4), 
получимъ еще два интеграла, содержащ:е тоже дв» ностоянныхъ 
произвольныхь (, и Я, ; для опредёленая величинь С, ‚Я, , 


С, и Я), должиы быть извёстны начальныя данныя: , 


аи {=6 
х.-@ ; 9.6; 
х=и ; В. 


Получивъ такимъ образомъ выражен1я для Хи 4 въ функц:- 
яхъ времени, исключаем изъ нихъ 1 , если это возможно, и на- 
ходиыъ уравнен1е траектор1и точки. 


Первый примюръ: Криволинейное движен1е точки при дёйств1и 
силы тяжести, 


0°ь О. горизонтальна; ось ОУ направлена по вертикали 
вверхъ (черт. 41). 
Дано: .. 
\ Х-0 К У--® 
з 5.0 „4-0. 
20. = 608 = 0, 
м = 4 иуу = в. 
Дифференцаальныя уравнен1я движен1я, по сокращен{и на ух, 
будуть: ы 


не. 


Интегралы уравненая (1) будутъ: 
3-х, & =ой 


Интегралы уравнензя (2): 


Исключая 1 изъ выражений © и “у ‚ получимь уравненфе тра- 
ектор1и точки: 


5 г 
2-я (3) 


у уравнен1е (3) есть уравне- 
н1е параболы. 

Пользуясь найденными 
уравнен1ями, легко р®ёшить 
рядъ вопросовъ относитель- 
но разсиатривземаго движе- 


о н1я точки, какъ-то: опре- 

ДФлЛИТЬ ВЪ ЗАВИСИМОСТИ 01тЪ 

Чефтежъ 41. величины начальной скоро- 

сти и ея направлен1я, время и высоту поднят1я точки, дальность 

ея полета оЯ ; далфе опредёлить уголъ ув для наибольшей даль- 

ности полета при данной величин& начальной скорости ^^; опре- 

ДЗлИтТЬ уголь ›подъ которым нужно бросить тяжелую точку, что- 

бы она при заданной величин начальной скорости \ прошла че- 
резъ точку С (>, 14.) 

Второй примтфъ. Криволинейное движен{е точки при дёйств1и 
силы притяжев:я къ неподвижному цеятру, пропорцфональной ‘раз- 
стоян1ю. 

Пусть на точку Аир (черт.42) дзйствуетъ сила Е-ЁЕтл; 
проекцфи силы Г наося ОХ я 04 будутз: 


Х -- Кл =- тих, 


У== ть = Вим. 


=> 


у Уравнен1я движен1я, по со- 
кращен1и на 1", , будуть: 


К2,4) ФР» % В 


Вторые интеграли задачи, 
какъ извфстно изъ предыду- 
щей главы (стр. 100) , бу- 


дузъ: 
Черпехжъ +42. 
2 = обоз + Зи. реа 
4 $. соз в + Цзи НВ 


ИсключивЪъ изъ урзвненай (4) и (5) время, найдемъ уравне- 
н1е траектор1и точки; такъ какъ это уравненфе будетъ, очевид- 
20, второй степени, а © и НЯ имфютъ конечныя значен1я, то 
траектор1я точки будетЪъ эллипс». 

Трет1й пример». 

Криволинейное движен+е точки при д®йствфи силы тяжести въ 
сред, сопротивленфе которой пропорцфонально первой степени 
скорости (пуи,^^). 

Проекц1и равнодфйствующей двухъ силъ, приложенных къ точ- 
к%, будутъ: 

Хх = оби х $ 


У =- "Ч - пт} 5 


въ предположензи, что ось 09 запразлена по вертикали вверхъ. 
Уравнен{я движен1я, по сокращен1и на 7И/, представятся въ 
ВИД: 
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0... 8 
я 
а Ч... (9) 


Интегрируя ‘уравнен1я (6) и (7) каждое отдёльно, какъ ука- 
зано въ предыдущей глав® (стр. 102-107), получаемь Ф и, 
какъ извзстныя функи+и времени: 


х-= а + * (1-5*) 
д г) 


исключая изъ этихъ ураввен1й время 4 ‚› получимъ уравнен1е 
траектор1и точки. ` 

Четвертый примюръ. 

Криволинейное движен1е точки въ сред, сопротивлен1е ко- 
торой пропорцфонально первой степени скорости, при  дёйствфи 
силы притяжен1я къ неподвижному центру, пропорц1ональной раз- 
стоян1ю. 


Проекц{и равнодфйствующей двухъ силъ, приложенныхь къ точ- 


5, будуть: 
Х -- Илл пью; 
я -- $ муфты. 
Уравненуя движен1я по сокращенфи на И” представятся въ 
вВид%: 
о’х .. , 
че а (8) 
а 
И 4 4- нь (9) 


Интегряруя уравнен1я (8) и (9) каждое отдёльно, какъ ука- 
зано въ предыдущей глав (стр.110-114), находимь Х и Ой 2 


= 485: - 


какъ функц1и времени. 

Замзтимъ, что опред&лен{е криволинейнаго движен1я тяжелой 
точки въ средё, сопротивлензе которой пропорн{онально ивадра- 
ву скофости (ТИПУ), уже не можетъ быть сведено къ опред%ле- 
н1ю прямолинейныхь движений проекцзи этой точки на оси О и 
я 

Джйствительно, въ этомъ случа%®, если точка движется, на- 
прим$ръ, вверхъ, то, предполагая, что ось 09 направлена по 
вертикали вверхъ, уравнен1я движен1я по сокращен1и на пу, бу- 
дутъ: 


Ч =- жалюх’; 
фу 


а такъ какъ 
Я р ь 


то и въ первое,. и во второе уравнен1е движен1я войдутъ и х р. 
и 9 ь 

Подобный же случай представляетъ движен1е точки, при д®и- 
ств{1и центральной силы, обратно пропорцфональной квадрату раз- 


стоян1я: уравнен1я этого движен1я по сокращен1и нали,, будутъ: 


> __ а 
рт г. 
и а л, 
=”. ое : 
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НЕПЛОСКОЕ ДВИЖЕНТЕ ТОЧЕИ. 


Если при движен1и точки сила, къ ней приложенная, не ос- 
тается въ одной плоскости, проходящей черезъ начальныя напра- 
влев1я скорости и силъ, то точка будетъ описывать кривую дво- 
якой кривизны. 

Въ этомъ случа$ необходимо взять три координатныя оси: 0Х 
ОУ и 0% 

Пусть на точку Ал, %) дЪйствуетъ сила Е ‚ проекци 
которой: Х. ый в . ЦДифференц1альныя уравнен{я движен1я бу- 
дуть: 


Е 
ЕЕ 
м 


Вообще говоря, Х » У , ул выражаются какъ функцфи отъ 
перем нныхъ: 1 ,®, 1, 
х, м, 4,9 -и 06- 
щихъ пр1емовъ для р®ше- 
н1я вопроса о движенйи 
указать нельзя. 
Простёйн1й случай 
представляется тогда, 
когда мы можемъь опредё- 


лить порознь движен1е 


каждой изъ трехъ проек- 
Чертехъ 43. ща, с и М, точхи 
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ДК нь координатныя оси (черт.43); для этого необходимо и до- 
статочно, чтобы 


Х- Са) 
У - 4. (4,1), 
= и 


Опредфленае движен\я точки ый по кривой двоякой кривизны 


въ указанномъ случаз приводится къ опредфлен!ю прямолинейныхь 
движений ея проекцай М , А, и А, . 


Интегрируя три уравнен1я движен1я: 
9: 
т -{ (5): 
пей - Ка) 
т.- =4 (= #). 


получимъ шесть интеграловъ, содержащихъ шесть постоянныхъ про- 
ИЗВОЛЬНЫХЪ; С , Я, ‚ С,, Я, С: я д. для опредфлен1я ко- 
торыхъ необходимо знать начальныя данныя: 2.=0%, 4.-6, #.-© 


м. 0, 4. Тр 1-1 (чаото 1,=0). 


Примьфъ. Движен{е точки й при дёйств1и пропорцзональвыхь 
разстоян1ю силъ притяжен1я къ неподвижному центру О икь цев- 
тру @ ‚ который равномёрно движется по оси ох (черт.44). 

Уравнен{е движен1я притягивающаго центра С: 

м - а + М. 
Пусть величины силъ притяжен1я будутъ: 
фт. ДО м петь А г 
тогда проекц:и ихъ равнодфиствующей ва оси ОХ, ОУ и 0% 
будут: 
Х--Ктэ- пили (3-9), 


ев -> 


или, замёняя 0, его выражен1емъ: 


Хх -- эт (тех ть в, 
также а 

У=- А 

Д=- т. 

Обозначимъ для краткости: 
| & 
+ т = к", 

тогда дифференцфальныя уравнен1я движен1я, по сокращен и на 
Лии, будутъ: 


Чертехь 44, ы ыы 


у 


+ т 
ет). СГ 


ау. а Пра... 
ча | 


пут 27%. (18) 


Интегралы уравнений (11) и (12) раньше уже были найдены, 
При интегрированзи же уравнен1я (10), чтобы освободиться 
отъ члена (9+ 60), положниъ: 


ибн... и 88) 


тогда 


$ Е #(& об) 
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если подобрать 0 и В такъ, чтобы он удовлетворяли уравне- 


из ямъ: 
=‘ + та = 0 
и. 
о +тр =0, 
откуда 
© = Не , 
и р ы 
ава, 
р 1" 


то уравнен1е (10) примет такой видъ: 


$ - 58 ое О 


соотв&тотвующ!е интегралы намЪъ извёстны, 
Такимъ образомъ имфемъ: 


== к. евр + (2 - пин), 
Ч = \ь во + ты 
%= 2.005 + - Ч. 


Исключая { изъ двухъ послфднихъ уравнен1и, получимъ, какъ 
извёстно, уравнен1е эллицса въ плоскости 90% ; отсюда слёду- 
етъ, что траектор1я точки расположена на эллиптическомь ‘ци- 
линдр%, ось котораго есть ось 95 ; такъ какъ при измфнен1и 


| на величину ги координата > получаетъ приращен1е, равное 
„ох. ‚ то траектор1я будетъ имфть видъ винтовой лин1и, 


т 


"РВОРЕРЕЧЕСКАЯ ИБХАНИКА", 9.11. 1808.1. В. ИВЦЕРСКТЙ, 1.9. 
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РЛАВА 111, 


ЗАКОН ШИВОЙ СИЛЫ. 


Въ первой части "Курса Теоретической Механики" (изданзе 
1914 г.)*) были уже установлены какъ понят1е о работь силы, 
КЪ точк8 приложенной, такъ и поняз1е о живой силь матер1аль- 
ной точки; тамъ же были выведены и уравнен{я, выражающая за- 
конъ шивой силы въ случа одной матер1фальной точки: 


въ дифференцфальной форм»: 


дтиае - Хх - Уч Дак. о 
въ конечной ‘форм%: т } 
в. зы. [ Ска» -Уду- 249, А, (2) 


гД% 
Х.ал -У34 +И = Роз) 


$ 1. Силы, импющая потенуталъ. 


Для того, чтобы опредёлить конечную работу силы, нужно, 
вообще говоря, ‘ум%ть выразить элементарную работу Ха «Ущ+ 


-Иддвъ функций от одной изъ перемённыхь, напримаръ, | вли: 


5 или, а для этого, вообще говоря, необходимо предвари- 


тельно знать выражен1я коордиватъ точки въ фузкцяхъ отъ вре- 


*) кинетика. Основныя понят4я. Сар. 174 - 181. 


5 


Но сущесзтвуетъ очень важный случай, когда, и не зная дви- 
хензя точки, мы можемъ опредёлить работу силн, - это  будетъ 
тогда, когда сила зависить только отЪъ пололенфя точки и при 
томъ элементарная работа силы выражается полнымъ диффефенцаа- 


ломъ н%которой функцйи отъ координатъ точки: 
Рос (Еъ) 44| =Хат Уч даа) ...: (3) 
Функифя ЧА называется силовою функумей; сила Е вазывает- 
ся въ этомъ случаБ силою, имъищею попенилалъ. 


/ 
Если сила Е(Х.У,7)) имфетъ потенцфалъ, то, на основа- 


н1и уравнен1я (3), имфемъ: 


Х аз +Уд +7. д - ЗИ си м 4 
откуда 
х-3% ;у- 1 ‚1-2... 1... ‹@ 


Слёдовательно, сила имфетъ позенцфалъ, когда ея проекц1и 
на координатныя оси выражаются частными производными отЪ од- 
ной и той же фукки1и но соотвётствующимь координатамъ точки ; 
проекц{и силы въ этомъ случа$ удовлетворяют слфдующимт тремъ 


равенствамъ: 


Къ числу силъ, имёющихъ потенц1алъ, принадлежать: 1, сига 
пяхести, 2, уенифальныя ‘силы, зависящфя только отъ разстоян4я. 
Въ самомъ дфлф, пусть ось направлена по вертикали вверхъ (чер- 


тежъ 45), тогда, въ случаЪ силы пяжести им%емъ: 


Х-0 ‚У-0, 2--т; 
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поэтому: 


Е 4$] оз (Ел -- поди - ЧС тир) - 4 


и силовая функц1я будетъ: 


Чи = - мфу. 


Разсыотримъ случай центральной силы привяженая или оттал- 


киван1я, величина которой выражается функу{ей разсвоян4я точ- 


Чертехъ +45. 


тягательная. 


ки отъ дёйствующаго” не- 
подвижнаго центра, При- 
мемъ центръ силы за нача- 
ло координатъ. 

Пусть на точку. дай- 
ствуетъ центральная сила, 
равная Г(%); 
брать функцаю 


условимся 
Г во 
знакомъ-—`, когда сила от- 
талкивательная, и со зна- 


комъ - , когда сила при- 


Проекцая силы‘ =Е(2) на координатныя оси (0 , ОУ, 0% 


будутъ: 


Х-==Е@)а , 


У 
Ил 


и 


И) } 
= Е(*). = › 


слёдовательно, элементарная работа силы равна: 


Х. д „Уд + 7:4 = =Е(о) ее. 


ы =Р@) # ЗК ев) _ + Е) зы == Р@)-ал. 


= 493 -- 


очевидно, что = Е@)-4л есть дифференцйалъ функц!и, кото- 
рая равна: 


| Е). дл. 


Такимъ образомъ, для разсматриваемой центральной силы си- 
’ ловая функцфя будетъ: 


= |: Ебдал. 


Въ частномъ случа, когда сила притякен1я къ началу коор- 
динатъ слфдуетъ закону Ньютона: 


и силовая функц1я будетъ: 


= [- реа - а. 


Если на точку дфиствуютъ силы: Р, |, иыфющая потенц1аль 
Ч, (х.з, *) сила Е, ., имфющая потенцзалъ ЧИ, (а. ,ч,,) ‚› сала 


Е 


„:, Имбющая позенцаль Ч (ее, ц,ль) ит.д., то силовая 


функц1я для равнодёйствующей будетъ, очевидно, равна  сумыи& 
силовыхь функц!й для ея составляющихъ: 


МА 


Пфимпчан4е. Замётиыъ, что къ найденному выражен!ю силовой 
функцфи всегда можеть быть прибавлена какая-угодко постоянная 


величина, наприм$ръ, для силы тяжести можемъ положить: 


Я\ = - тд» + ом. 
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Разсмотримъ н$которыя свойства силы, имтющей потенц4алъ, 


Пусть сила, приложенная къ точк&, имфетъ силовую функи1ь: . 
М( =, ч,). 
Для опредфленнаго положен1я точки, которому соотвфтствуютъ 


опред®ленныя значен1я координатъ 5х, , М, , х, ‚ силовая функц\я 
Ч\ имфеть опредёленную ‘величину: 


(а...) = 


Приравнивая функц:ю 94 (х., у, ^ ), гдё Хх ‚4, Я вели- 


чины перемённыя, постоянной й ‚ получимъ ‘уравнен1е: 
Ча, 4,2) - ©, 


которое представляетъ уравнен1е поверхности, проходящей ‘че- 


резъ данное положен1е точки; эта поверхность называется по- 
верхносщью уровня для данной силы; постоянная (С называется 
парамепромъ поверхности, - во вс®хъ точкахъ одной и той же 
поверхности уровня силовая функц1я имфетъ одно и то же зна- 
чен1е. 

Пой различныхь значензяхъ параметра С получаемъ систему 
поверхностей уфовня, заполняющую все пространство, внутри ко- 
тораго силовая функн1я имфетъ дайствительныя значен{я. 

Для силы тяжести поверхности уровня суть горизонтальныя | 
плоскости 


= туд = [2 


’ 
слздовательно: 


х - соб. 


Для центральной силы, зависящей только отъ разстоянёя, по- 
верхности уровня суть поверхности шаровъ съ центромъ въ цен?- 


р» силы; въ самомъ дёл®, пусть 
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& = ( =Ре)-дл - 469, 


ГД 
ч=у ее, 
тогда уравнен1е поверхности уровня будетъ: 
фо =. © 
откуда 
Хх = вом. 


Положим, что ‘черезъ точку (55. 4 ,^ ), на которую 
дъйствуетъ сила Е’, имфющая потенц{алъ, проведена поверхность 


уровня 4 =. 


Найдемъ направлен1е силы Е вЪ точкь ЗИ 
Косинусы ‘угловъ, составляемыхь силою Г съ координатными 


осями ОХ, ОУ, 0% , будуть: 


94 
во5(Е. ©) =-8®_ , 
4% 
а 
9, 
со5(Е,Ч) мт 
<. 
< ЕЕ 
со (Е.Х) #= а, * 
ГД 
м -уби-аеаму. 


Извфстно, что такими формулами выражаются косинусы угловъ, 
составляемыхь съ координатными осями 0, ОУ, 0% нормзлью 
въ точк% .) къ поверхности, выражаемой уравненземъ: 

М) = сом. ; 
слёдовательно, сила, имфющая потенц1аль и приложенная къ точ- 
кз.№, направлена по нормали къ поверхности уровня, проведен- 
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ной черезъ точку 4 м 

Найдемъ выражене проеку{фи силы Е ‚ иы®ющей потенцзалъ, 
на направлене касолельной 
Я =ъ нькопорой данцой 
кривой 51 ‚проходящей че- 
резъ точку .4{ (х, у, 4 ) 
(черт. 46). 


Выразимъ координаты 


точки . въ видё фуньцай 
отъ даины дуги’, озсчи- 

Чертеж 46. тываемой . по кривой ЗА от 
произвольно выбранной точки @; пусть будуть: 


х = $.(8), 
Ч = 4.($), 
& - 4.3), 


тогда силовая фуниця 4 можеть быть выражена вакъ функцая отъ 
$: М (3). 

Подожимь, ‘Что касательная.107 проведена въ сторону возра- 
стающихъ дугъ; тогда имфем: 


3 „Че а 
Есс5 (Е.И) = и м а 4 


Трехчленъ въ правой части уравнен1я представляетъ ‘полную 
производную функц1и по дуг8: 


4%. 
48 '’ 


слздовательно: 

*) просиранство, ваполненное поверхносаяни уровня ‘данной 
силовой фужкц{и, цаоивселся сидзовчжут подвит; 
хриемя, переспкающуя поверхности уровня ортозонально къ нимъ, 
мазмовкися сидовиии динчямжи. 


Полученный результат мы примфнимъ къ частному ‘случаю, 
когда кривая 5% направлена офтозонально къ пересёкаемымъ ею 
поверхностямъ ‘уровня (черт. 
47). Касетельная .149 къ кри- 

Хх $, вой 4,4, въ точкё .1{ будеть 
Е вЪ то же время нормалью въ 
47 этой точкф къ поверхности 
уровня; 

И Элементъ дуги кривой $4, 
Ау =6, обозначимъ черезъ (ли; тогда 
% упомянутый выше дифференц1- 
Чертехь 47. элъ 45 замфнится дифферен- 

ц1аломъ оу ‚ который будетъ также величиной положительной. 


На основанфи уравненйя (7) имёемъ: 
. )- 
= 


Такъ какъ сила Е направлена по нормали. › то ея проек- 


ц1я на нормаль ‘можетъ быть равна +-Ё или -Е ; слёдователь- 


но: 

4. И 

тв. Е, ‘когда а в 
и 

аМ 4% 

т * Е, когда ть 0 


Если 4и.>0 ‚ то значене % возрастаеть по направлен1ю 


нормали, ‘такъ какъ Чи>@ ; пормаль ЛХ .въ этому случа на- 
зывается положительною: она направлена въ ту часть простран- 
ства, гдф разность \-С -, равная нулю на поверхности, полу- 
чаетъ положительныя значен1я. 

Отсюда заключаем, что сила Е, имфющая потенцйаль и при- 
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ложенная къ точкё.Д[ , всегда направлена по положительной нор- 
мали къ поверхности уфовня, проведенной черезъ точку. 16 . Вм%- 
©18 съ тёыъ мы получили, что величину ‘силы Е можно выразить 
производной: а ‚› т.е, какъ предёлъ отношен1я приращен1я па- 
раметра поверхности уровия къ соотв#тствующему безконечно ма- 


лому отрёзку положительной нормали *). 


Обратимся теперь къ опредфлен1ю работы силы, имёющей по- 
тенц1алъ. 

Интегрируя 06% части уравнен1я (3) отъ положеная точки. 
до положен1я ня ‚ находимъ: 


(бк «Уам, Да) = М, ....... (8) 
7, 


гдё М, и %, суть значеная силовой функцфи въ точкахь Ди, 
я 

Въ большинств® случаевъ, какъ напримёръ, для силы тяжести 
и силь центральныхь, силовая функиая /\/ есть функц!я однознач- 
ная. Тогда для положен1я „1, имфемь одно опредёленное  значе- 
н1е функцуи ЛИ : у 


*) Для большей общности за опредплен+в силовой Функц и мо- 
зупъ быль взяты ур-1я (4), - тозда возможны и так4я силовыя 


фиунку{и, котория ясно содержать время; 
(ху. я,1) ; 
въ ино случа уравненяе (3) уже не имъетъ ипста: 


Ро(Ро} [4 = ЧИ (ая) - ЗИ. 


27199:= 


АИ, = Ча, ц,), 
а также для положеня 1, : 


ЧА, = (алых). 


На основан1и предыдущаго уравнен1я заключаемъ: если сила 
импетъ однозначную силовую функц1ию, то работа силы на нко- 
поромъ пути точки зависить только оть крайнихъ пололенай точ- 
ки и не зависить отъ формы пути. 

Въ частномъ случа, при существованфи однозначной силовой 
функцфи, если точка, совершивъ нёкоторый путь, возвращается ‘въ 
свое первоначальное положен{е (общёе - на первоначальную по- 
верхность уровня), то работа силы на‘всемъ пути будетъь равна 


нулю. 


$ 2. "Законъ сохраненфя живой силы" или "законъ сохфа- 


ненфя полной энефз1и почки", 


Прим$нимъ законъ живой силы къ тому случаю, корда сила, 
приложенная къ точк&, имфетъ полену{алъ. Уравнен1е (1) даетъ 


намъ въ этомъ случаф, въ силу уравненуя (3): 


бе В 


& уравнен1е (2) въ силу уравнен1я (8): 


Е т 4-4... (40) 


Уравиен1е (10) выражаетъ, что приращен1е живой силы точки 
` при переход ея изъ одного положен1я въ другое равняется раз- 
ности значен1й силовой функц!и для крайнихъ положен1й точки. 

Когда силовая функи1я есть функц!я однозначная, какъ на- 
примёръ, въ случаВ силы тяжести или силъ центральныхъ, мы вы- 


водимъ изъ уравнен1я (10) слёдующее важное заключен1е: если 
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‚равнодёйствующая силъ, приложенныхь къ точк%, иметь одноанач-. 
. ную силовую функц?ю, то приращенте живой силы почки на любой 
‚ части вя пуши не зависить отъ фориы пупи, а только отъ на- 
чальнаго и конечнаго ‘положен1я точки на этой части пути, и 
равно разности значенай параметровъ соотвётствующихх крайнихъ 
поверхностей уровня, 
Отсюда слёдуетъ, что при существован!и однозначной сило- 
вой функц!и, если точка ‘воз- 
м, вращается въ прежнее положе- 
н1е, то возвращается съ пою 
же живою силои, которую она 
имёла при выход% изъ этого 
Ш положен1я; ноэтому относитель- 
но уравнен1я (10) можно ска- 
Чертехъ 48. ° зать, что при однозначной 
функц и М, оно выражаетъ законъ сохфанен1я живой силы. 
Интегрируя уравнен1е: 


ау» =4А\, 


мы получимъ: 


аи. -Ь, 
® 

ИЛИ 
и, (11) 


вдь |, постоянная произвольная, ‘опредфляемая по начальнымъ 
даннымъ. 

Уравнен1е (11) представляетъ первый иниезфалъ задачи о 
движен1и точки при дфйствзи силы, нмфющей потевизаль “\(х, 
Чо ); этотъ иктегралъ называется иниезраломь живой силы. 

Такимъ образомъ, для дифференц1альныхь уравнен1й движен1я 


срободной точки инлезралъ живой силы можежъ быжъ написанъ воя- 


= за 


к1а разъ, какъ сила, приложенная къ почкь импетъ попену4алъ*). 
Выяснимъ значен1е этого интеграла, Е 
Въ уравнен{и (11) выфсто силовой функц1и “Ч вовьмемъ 

(М, - сс") , причемъ. сои подберемъ такъ, чтобы для воёхъ по- 


ложен1й разсматриваемой точки выполнялось услов1е: 


№ + вой > 0. 


Величина, выражаемая формулой: 
[ивы 2) +04] 


называется попенуфольною энерз1ей матер1алькой точки въ поло- 
жен{и ея, опредфляемомъ координатами Хх, у ‚ХХ ; для измёре- 
н1я потенц1альной энерг3и служатъ т$ же единицы, что и для из- 
мфрен1я работы силы. 

Интеграль живой силы (11) можемъ представить въ вид%: 


т + (Лесли) = |, ОВ 


гд% р, есть величина постоянная, 

Отсюда заключаемъ: когда сила, приложенная къ точк%, ‘им$- 
етъ ПозбииАаа а то сумма кинетической и потенцфальной энерг1й 
матер1альной точки во все время движен1я сохравяетъ постоян- 
ную величину. 

Сумму кинетической и потенц1альной энергзй матерфальной 
точки называютъ ея полной энер1 1%. 

Такимъ образомъ, уравнен1е (12), а слёдовательно, и рав- 
восильноеему уравкензе (11) выражаетъ законъ  сохфаненая 


полной энефз4и истерфальной точки. 


*) всли силовая фучжууя явно содержитжь время, интет аа 


хивой силы не имтепъ иъста. 
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РЛАВА 1. 


"ЗАКОНЪ МОКЕНТОВЬ" ЕДЕ "ЗАЕОНЪ ПЛОЕАДЕЙ". 


$ 1. Количество движеня матерфальной точки. 


Опредъленае. Ноличество двикензя матер1альной точки есть 
векторъ, ‘имфющ1й направлен1е скорости точки, и по величин& 
‚равный произведен1ю массы точки на ея скорость. 

Пусть точка.4ё, масса которой равна 7", , въ нёкоторый мо- 


ментъ имфетъ скорость (черт. 49) 


ау = У. 


я Произведен1е уплу, какъ 
всакую величину, выражающую- 
ся н$которымъь опредёленнымъ 

И числомт, можно изобразить н%- 

которымъ отрёзкомъ прямой. 
Чертежь 49. Пусть, напримёръ: 


тих = Ж%. 


Отложимъ этотъ отрёзокъ по прямой „Я отъ точки № < = 
торъ 


ИЯ = У - тих 


и есть количество дврижен1я матер1альной точки „М . 
Единица, служащая для изипреня количества двикев1я точ- 
‘ 


ки, символически представится въ видф: 


— 
(гд. массы) Х (ед. длины) - 135 ы 
(29. времени) 


(ед. массы) х (ед. скоф.) = 
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а въ систвмё 095 


(зражиъ) х (санп.) = 
а = 9. 
Провкц4и количества движен1я матер1альной точки на коор- 
дичатныя оси будутъ: 


АЯ с05(19,2) = 7003, = ть , 


А Анооь (ИЯ, Ч) = полисов) у 9, 
со (И, = уп. с03(,#)- ттх , 


РЁ © , у, {Х координаты точки % Г 


Такъ какЪф количество движенфя точки есть, подобно сил, 
векторъ, то мы можемъ ввести понят1я: "моменшъ количества дви- 
женя относительно точки" и "момантъ количества движен4я от- 
носительно оси", 

Все, что было изложено въ курс Статики*) о момент силы, 
имзетъ мфсто для момента количества движен1я. 

Иоментъ количества движеная относительно почки © всть век- 
торъ 99 (черт.50), который по величинь равенъ произведен1ю 
величины количества движен1я .10. на длину перпендикуляра 0%, 
опущеннаго изъ точки @ на Мл, и напфевленъ по перпендикуля- 
ру къ плоскости МОХ въ такую сторону, чтобы для наблюдателя, 
помёщеннаго такъ, что перпендикуляръ идетъ отъ ногъ къ голов%, 


количество движен1я было направлено слфва направо: 
09 = .44.0% = Эн. д МЮ. 


Моментъ холичесива движентя относительно оси 2% (чефт. 
На НОЕ 
*) Си. "Курсъ Теоретической Неханики", часть Т, издан4е 


1914 зода, стр, 78 - 88. 
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Чертехъ 50. 


51) равенъ взятому со зна- 


комъ - или — произведен1ю 
проекц1и мя количества 
движевзя .14 на плоскость 


Я, перпендикуларвую къ 
оси] , на длину 0% (08 1 
1 ЖЯ., которая равна крат- 
чайшему разстоян!ю между ко- 
личествомъ движен1я ДАХ и 


осью 4, т.е. 
ЁА-08 = Эт. д МОХ; 


это произведен{е берется со знакомъ(+), если наблюдатель, ‘по- 


м8щенный ‘такъ, что ось проходитЪ отЪ ногъ къ голов%, 


ВИиДИТЪ 
количество дви- 
хен1я направлен- 
нымъ слфва на- 


право, и со зна- 


Чертекъ 51. 


$ ком$(—) въ про- 
тивоположноиъ 
случав; величина 
произведен1я мо- 
жетъ быть отло- 


жена на оси отъ 


любой точки въ ту или другую сторону, смотря по знаку. 


Моментъ количества двикен1я относительно оси равень про- 


екци на ось момента количества движен1я относительно какой- 


либо точки оси; - эта теорема ся®дуетъ ‘изъ соотвётствующей т6- 


оремы Статики*). 


*) курсъ теофевической Шеханикы, часть Т, стр.79 (1914:.)}. 


а. 


4 
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АНАЛИТИЧЕСКТЯ ВИРАЖЕНТЯ МОМЕНТА КОЛИЧЕСТВА ДВИНЕНТЯ 
ОТНОСИРЕЛЬНО ОСИ И ОТНОСИТЕЛЬНО ТОЧКИ. 


Обозначимь координаты точки .4{ черезъ ©, у, 4, тогда 
проекц{и количества движен1я на координатныя оси будутъ: этох, 
умиф, мух. Подставляя въ извфотныя формулы для момента силы 
относительно координатныхь осей *) проекц1и количества движе- 
›в1Я выбсто проекц1й силы, мы получимь слёдующ1я выражен1я для’ 

` моментовъ количества движен1я относительно кообдинатныхь осей, 


которые будемъ обозначать черезъ 4. $ й 7 |. 
{, = пу(ух -24), 
ц - тие (12-х), 
= т (вл} 4х). 
На основан1и приведенной выше теоремы, находимъ слёдующ1я 


выражен1я для проекц1й на координатняя оси момента { количе- 


ства движен1я относительно начала коофдинатъ: 


{еоз(1,Х) = м(чи-1), 
{008(6,1) = т. (х-х%), 
.еоз(6,%) = т (®у- 1). 


Отсюда слёдуютъ формулы, опредзляющ1я величину и направ- 


лен1е момента количества движен1я относительно начала коорди- 


"РВОРЕТИЧЕСКАЯ ИВХАНИКА”. 1.11. Проф. Я.В, ИЕЩЕРСКТЙ. 4.10. 
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1 - убирая уу, 
еоз(6,С) = ая , 


с9$( 6,9) = яя. й 


сов (6,%) ее ; 


ГД Я обозначаетъ величину радикала въ выражен!и | 

Съ понятземъ о момент% количества движен1я точки относи- 
тельно оси т%сно связано понят1е о сеяторфальной скорости 
мочки. 
в Когда, точка .( движется по своей траектор1и ММ (черт. 
52), ея проекц1я ый на плоскость в будетъь описывать н%®ко- 
торую кривую Я ‚ Если мы изъ произвольно взятой точки 0 
на плоскости проведемъ рад1усъ-векторъ 0.4 , то при движе- 
наи по кривой, этотъ рад1усъ-векторъ будетъ описывать пло- 
цадь сектора и, которую условимся отсчитывать отъ н8котора- 
го радзуса-вектора ©Х. 

Площадь 5 есть функц1я времени. Какъ въ случа движенфя 

точки измёнен1я съ те- 

ро чен1емъ времени длины 

==! пути 8 , проходимаго 


точкою, привело насъ къ 


понят1ю о скорости точ- 
ки, совершенно такъ же 
зд%сь измёнен1е площади 


сектора д приводить 


насъ къ понят1ю о сех- 
Чертехъ 52. порзальной скорости. 
Знаемъ, что скорость точки въ моментъ $ выражается про- 


ИЗводДНоЙ 45_ ‚ зналогичнамъ образомъ мы получимъ, что секто- 


4 


ве АР 


ФФальная скорость почки Ж въ плоскости 9 выракается произ- 
водною На? И 

Знакъ производной а указываетъ, возрастаетъ ли пло - 
щадь сектора или убываетъ: когда #9’ площадь сектора воз- 
растетъ, когда 9 0, площадь сектора убываетъ. 


АНАЛИТИЧЕСКОЕ ВИРАНВНТЕ СЕКТОРТАЛЬНОЙ СКОРОСТИ. 


@) Въ поляфныхь коофдинатахъ, 


точку 0 беремъ за полюсъ, [ий за постоянную ось. Коорди- 
й 
налы точки .16 будуть (черт.53): 


и 


оу, 
2 ОЖ. 


& 


т 


Секторзальная скорость 
равна производной Я’ но 


дифференц1алъ площади 
49-4, 


а слёдозательно, сектор1аль- 


ная скорость будетъ: 


Чертекъ 53. 54 = 199 -.:. (3) 


6) Въ пямоузольныхь коофдинатахъ. 
Принимая 0.4 за ось ©.Х , воспользуеися слёдующими фор- 
мудами, выражающнии полярныя координаты Фи ® черезь прямо- 
угольныя © и 1: 


Изъ формулы (0%): 


откуда 


49-4. 


Сравнивая формулу (4) съ выражен1емъ момента количества 
движен1я точки относительно оси 0%. вь формулахъ (1), мы по- 
лучаемъ слёдующую жеорему: 

иоменть количества движен4я почки относительно оси 05 
фавенъ удвоенной и умноженной на массу овктоффальной скорости 
почки 8% плоскости 203. 

Если сектор1альную скорость точки въ плоскости 20; обо- 
значимь черезъ бы ‚ зо 


1 =2т бы. 
Разсматривая моментъ количества движен1я точки относитель- 
во двухъ другихъ осей О и ОУн секторфальныя скорости 6, 


и 5 въ пернендикулярныхь къ нимъ плоскостях $09 и #05 $ 
мы найдемъ: 


<= 
8 
м 


Зи бу ы 


й 


з Я т. 6». 


Такъ какъ всякую неподвижную ось можно принять за одну изъ 
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`координатныхь осей, напримёръ, за ось 0% › И всякую плоскость 

ей перпендикулярную, за плоскость {001 , поэтому изъ предыду- 

цаго вытекаетъ сл$дующее общее предложенуе: я 
моментъ количества движенфя маперфальной точки относитель- 
но всякой неподвижной оси равенъ удвоенной и умнохжвнной на 
массу секторфальной скорости точки въ плоскости, перпенди- 
кулярной къ этой оби, пфедполазая, что рад4усы-вектофы про- 
екуфи почки проводятся изъ точки пересъченя оси съ пло- 


скостьм. 


Всли сектор1альная скорость точки въ н®который моментъ по- 
стоянна: ( 


и если даны начальныя услов1я: 


© <“ 
О и 
> = 


то з 5 


и 
`` 
= 


„т.е. площадь сектора 5 пропорцуональна времени, причемъ Я 
обозьачаетъ величину площади, описываемой рад1усомъ-векторомъ 
въ единицу времени, слёдовательно, когда сектор1альная ско - 
‘рость - величина постоянная, площадь,  описываемая рад1усомъ- 
векторомъ проекц:и точки (въ случа плоскаго движен1я - рад1- 
усомъ-векторомъ самой движущейся точки) на плоскость въ еди- 


ницу времени, будетъ сохранять свою величину. 


= — 


$ 2. "ЗАКОНЪ МОЖВЕТОВЪ" или "ЗАНОНЪ ПЛОЩАДЕЙ". 


Найдемъ зависимость между моментомъ ‘количества движен1я 
матер1альной точки и моментомъ силы, къ точк$ приложенной (или 


равнодёйствующей силъ къ точкз приложенных, - если ‘ихъ н%- 
сколько). 


Для этого воспользуемся дифференцуальными уровненфями дви- 
жен1я -точки: 


ина" = №, 
арх, - (5) 

лих = И. 
Изъ уравнен1й (5) легко получить так1я уравнен1я, правыя 
ти которыхъ будутъ представлять извёстныя выражен1я момен- 


товъ силы относительно координатныхъ осей: 


| 5 =. -5У, 
г, =#Х-хА, 
Г,, -сУ - чХ. 


Множимъ третье изъ уравненй (5) на у ‚› а второе на Х,и 

послзднее произведен1е вычитаемъ изъ предндущаго - получаемъ: 
те (ух -24) - 4.7, -2У, 

Л%вая часть этого уравнен1я есть, какъ легко убфдиться, 

, , 

производная по времени отъ выражен1я ли<4х - *14) 


; саёдо- 
вательно, имФемъ: 


Е 
# 


иди 


= 351: - 


Это уравнен1е выражаетъ законъ момениовъ относительно оси 

0. или законъ площадей въ плоскости и, 

первая производная по времени отъ момента количества дви- 

жен1Я матерфальной почки относительно оси 9% фавна мо- 

менту силы, въ почкь приложенной, ‘относительно той же 
оси ОХ. 

Назван1е; "законъ площадей" слёдуетъ изъ того, что полу- 
ченное уравнен1е намъ даетъ: 

2, А ва 
а сектор1альная скорость опредфляетъ измёнен1е н%которой пло- 
цади. 

Факъ какъ всякую неподвижную ось можно принять за ось ()%,, 
то изъ предыдущаго вытекаетъ общее выфаженв "закона момен- 
товъ" или "закона площадей": 

первая производная по вфемени отъ момента количества дви- 

жен{я матерфальной точки относительно какой-либо непод- 

вижной оси фавна моменту силы, къ точкъ приложенной, от- 
носительно той же оби *). 


Три уравнен1я: 


И 

ь - 1, 

че -и., 

И = 

к = › лы 
Ея 

о 


*) законъ площадей можеть бить выражень и въ такой форм: 
умнохенная на удвовнную массу точки первая производная по вре- 
мени отъ ея секторзальной скорости въ какой-либо неподвижной 
плоскости равна чоменту силы, къ ней приложенной, относительно 


оси, проведенной перпендикулярно къ ©й плоскости въ вершин 


. овхжоров. 
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выражаютъ законф моментовъ относительно трехъ координатныхъ 
осей или законъ площадей въ трехъ координатныхъ плоскостяхз, 

Мы можемъ построить годографъ момента количества движе- 
ня точки (6) подобно тому, какъ въ Кинематикв мы строили 
годографъ скорости; скорость точки, вычерчивающей `ътотъ но- 
вый годографъ, будетъ имёть так1я проекн1и на координатныя 
оси: 


а... 
\ 9# а › 

поэтому уравнен1я (6) выражаютъ также слфдующую ‘теорему: ско- 
рость точки, вычерчивающей годографъ момента количества дви- 
жен1я иатерфальной точки относительно начала координатъ /или 
относительно какого-либо неподвижнаго центра/ равна по вели- 
чин8 и по направлен1ю моменту силы, къ точк& приложенной, от- 
носительно того же центра. 

Разсмотримъ два важныхъ частныхъ случая: 

1) когда моментъ силы, приложенной къ точк, относителв- 
но одной координатной оси равенъ нулю и 

2) когда моментъ силы относительно начала координатъ ра- 
венъ нулю, слёдовательно, когда моменты силъ относительно 


тфехъ координатныхъ осей равны нулю. 


1 случай: 

Сила, приложенная къ точкт, заключается въ одной плоско- 
сти съ неподвижною осью, наприм®ръ, съ осью 0$, т.е. пере- 
сзкаетъ ее или остается эй параллельною. Въ этомъ случав мо- 


ментъ силы относительно оси 0% равенъ нулю, т.е, 
Г., =уА -хУ=0, 


& тогда законъ площадей даетъ: 


= $58 


откуда сл#дуетъ, что мошентъ количества движен1я относительно. 
оси ох величина постоянная: 


1. г С, (иветь) , 
или 


чт (уи- к) = С. еее: 3.89) 
Постоянная С, можеть быть опреджлена, если извфстны началь- 
ное положен1е и начальная скорость точки: 
С, 5 эх 4.) 

Уравнен1е (7) предотавляетъ первый интеграль дифференц:- 
альныхъ уравнен1й движен1я и называется иниезфаломъ плоцадей 
въ плоскости 0%. 

На основан1и извфстной зависимости между моментомъ коли- 
чества движеная относительно оси (0 и секторзальной скоро- 
стью въ плоскости Ч0% , ‘эта послёдняя будетъ также величи- 
ной постоянной: 

СЕ 
+ Эт р 

Это уравнен1е выражаетъ захонъ сохранен1я площадей въ пло- 
скости 90% /см. стр. 149/. 

Если моментъ силы, приложенной къ т0чк, относительно оси 


09 равенъ нулю, то законъ площадей имфетъ м$сто въ нлоско- 


сти %0х., 
если 
Г. -яХ->х70-0, 

1 
то И? 

м 
откуда 

В, - 6 (мае, 


или 
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диз - ®х)-= С, ; 


слёдовательно: 


Если моментъ силы, приложенной къ точк&, относительно оси 
0% равенъ нулю, то законъ сохранен1я площадей имёетъ м%сто 
въ плоскости ©ОУ : 


если 
Г.-зУ-чХ-0; 

то 

4. 

ее, 
откуда 
или 

тт (4 — 45) = 6, (ом 

слздовательно: 

КЕ 

. ет Ат 


Такъ какъ всякую неподзижную ось можно принять за одну изъ 
координатныхь осей, напримёръ, за ось 0% ‚, а плоскость, ей 
перпендикулярную, за плоскость СОЧ , то изъ сказаннаго выте- 
каетъ слёдующая пеофема: 

если моментъ силы, приложенной къ почкп, олносительно ка- 

хой-либо неподвижной оси равенъ нулю *), то заковъ ‘сохра- 

ненфя площадей импетъ‘ивсто въ плоскости, ‘перпендикуляь- 
ной къ злой оси, в.в, секпофФальная скорость ‘почки въ 


этой плоскости оспавтся посжоянном. 


`П случай: 


Ва точку дёйствуетъ ‘центральная сила. 


*) Это будешь тозда, хозда сила, во всв время движензя 


точки, находится въ одной плоскости съ осъм, 
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Если центръ` силы примемъ за начало координатъ, то моменть 
силы относительно всякой оси, проходящей черезъ начало коор- 
динатъ, & слёдовательно, й относительно каждой изъ трехъ ко- 


ординатныхь осей, будетъ равенъ нулю: 
Т,.-0 . [;-0, ,-0 Н 


а тогда 


Получаемъ, такииъ образомъ, одновременно при интезрала 
площадей въ трехъ координатных плоскостяхъ: 
о 
тя - 344) = 6, , 
чм(их-зх) = С, , 


ти (Ч - 4) = С,, 


слздовательно, законъ сохфанен1я площадей имфетъ мёсто одно- 


временно ‘въ трехъ координатныхъ ПлОСКОСТЯхЪ: 


ры С, 


+ Ям * 
6, 

6 „= р 2 

рае 

74 ти 


Моментъ количества движен1я $ относительно начала коор- 
динатъ сохраняетъ въ этомъ случа постоянную величину и на- 
пфавлвн4в: ; 
1-6 , 

С, 


ЕЕ 


УС, -&- 6 


358 = 1 * 


©, 
605 Е. 
ие 
со> (,%)= ЕЕ . 
+16 
Въ разсматриваемомъ случа$ секзор1альная скорость точки 
въ каждой изъ плоскостей, проходящихъ черезъ начало коорди- 
натъ, имфетъ постоянную величину, такъ какъ она равна раздф-` 
ленной на Ат, величин8 проехц:и момента количества движен1я 
й на перпендикуляръь къ соотв$тствующей плоскости; поэтому 
законъ сохранен4я площадей имзетъ м%сто во всякой плоскости, 
проходящей черезъ начало координатъ; въ каждой такой плоско- 
сти существуетъь и инлезфолъ площадей, но когда плоскость не 
совпадает ни съ одной изъ координатныхь плоскостей, ‘то соот- 
вЗтотвующ1й интегралъ площадей будетъ сльдсяв4емъ трехъ инте- 
граловъ въ координатныхь плоскостяхъ. 
Постоянныя С, > 6, $ С, ‚› опредёляются съ помощью начаяь- 
ныхъ данныхъ: при $ — $. (* обыкновенно = 0; ©=х., м. - = 5 
Х-#., Х-20, 4-4, Х-Х, , са именно: 


= м (еж. № Ч.) т 
@, = %.(ех- 5%), 
6, = *ы4- чм). | 
`Умножая уравнен1я (8) соотвзтственно на ©, 1], Х ‚и скла- 
дывая, получимъ: 


бух = Вл = в, = 0; 


отсюда бл8дуетт,` что при двиств1и уценпральной силы цвижен1е 
точки происходить въ плоскости ( @,т.-6, „4 +6,%- 0 ), проходящей 
черезъ вачало координат (центръ силы) и перпендикулярной къ 


направлен1ю. момента количества движен1я й точки относительно 


№ Л 


начала координатъ *); въ этой плоскости заключается, конечно, и 
начальная скорость точки **). 

.Изъ вышеизложеннаго мы заключаемъ, что законъ сохфанен4я 
площадей даетъ для дифференц1альныхъ уравнен1й движен1я точки; 
одинъ пефвый интезралъ, если сила, приложенная къ точк&, во все 
время движен1я остается въ одной плоскости съ одною изъ коор- 
динатныхь осой; и ири первыхъ инпетрала (8), если сила, прило- 


женная къ точк%, проходитъ ностоянно черезъ начало координатъ. 


РЛАВА У. 
ДВИЖБИТЕ ТОЧКИ ПРИ ДЗЯСТВТИ ЦЕНТРАЛЬНОЙ СИЛИ. 


$ 1. Законы площадей и живой силы. 


На основан1и закона площадей мы знаемъ, что при д®иств1и 
центральной силы точка движется въ плоскости,  заключающей 
центръ силы и начальную скорость точки. Если эту плоскость 
возьмемъ за` плоскость х0у ‚ то будеме имёть интеграль пло- 
цадей: 

т»(а 4-х) 6, 
гдё @ величина постоянная: 
' 


в = ми (,- 1.5%) 


*) это видно изъ вырохжен{й СОЗ1ПИЗ' 06 узловъ между на- 
правлензелъ Й и координатными осями. 

#*) 8% начавь злавы 1Т было уже указано, что при дъйств$и 
центральной силы точка отисываетъ плоскую шравхиор4м. 


ВНЕ 


Если обозначимъ черезъ % и $ полярныя координаты точки 


въ этой плоскости, тогда будетъ: 


2-0, "< иреьЫЙ 
тд% 
— 8: 
С = т 
Законъ живой силы нам даетъ вообще: 


ата „Ход «Уд Таи. 


Въ случа центральной силы Е ‚› какъ бы она ни выражалась, 


мы имземъ слёдующ1я выражен1я ея проекцай: 
х-Рз, 
У-Е+, 
150. 
если условимся приписывать величин силы Е знакъ +, когда 


сила отталкивательная, и знакъ - ‚, когда сила притярательная, 


Ноэтому элементарная работа будезъ равна: 


Хх Уд + дл = рода „ра. . Рф 


и законъ живой силы выражается такъ: 


$ 2. Формула’ В1пеф. 


Такъ какъ въ полярныхъ координатахъ: 


то уравнене (2) представится въ видз: 


о ы 


дет] - Ра. 


Подставляя сюда выёсто производной Ф ея значен1е изъ 


(1): 


получимъ: 


ее] ра. 


Выполнимъ дифференцирован1е въ лфвой части: 


ли: С 41) =Г4.............. (3) 


За независимую перемённую примемъ узоль $ .› тогда 


Раздфлимъ уравнен1е (3) на 4 ;. 


т а р 


д = 
и подставимъ сюда, вызото Ей и 94 ‚ ихъ значентя: 


с % &%&)\_ 
Всли % не остается постояннымъ, то "=. не равзо нулю, и, 


сл%довательно, можемъ сократить на ; найдемт: 


ег 1 
= (49 =)....- знаний 


Уравнен1е (4) есть формула В1пе%, эта формула позволяетъ 
между прочимъ, весьма просто по данной правквоффи точки опре- 
дфлить ту центральную силу, подъ влфян1еыъ которой точка со- 
`вернаезъ дзвижен1е. ` 
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Замфтимъ, что изъ уравнен}я (3), принимая за независимую 
перем$нную время Ей ‚ мы получимъ: 


пе 9-Е 


отсюда, по сокращен1и на а находимъ слёдующее — уравненфе, 
характеризующее движен1е точки вдоль ея рад1уса-вектора: 
е 
ль (& --;)-Р, 


т Р+ 6 дот АО 


$ 3. Вывод закона Ньютона изъ законовъ Кеплера. 


Законы Кеплера, относящ1еся къ движен1ю планетъ, формули- 
руются слёдующимъ образомъ: 
Й 


Первый законъ. Каждая планета описываетъ эллипсъ, въ фо- 


кусв котораго находится солнце. 


Втофой законъ. Площади секторовъ, описываемыхъ рад1усомъ- 


векторомъ планеты, пропорц1ональны времени. 


Роет1а законъ. Квадраты временъ обращен1я планетъ вокругъ 
солнца пропорцзональны кубамъ большихъ полуосей, описываемыхъ 


ИМИ ЭЛЛИПСОВЪ. 


Обозначимь рад1усъ-векторъ планеты черезъ “ (черт. 54), 
уголь, образуемый рад1усомъ-векторомъ съ большою осью, черезъ 
4 полуоси эллинса - большую черезъ о/, малую черезъ 6; 


наконець, время обращен1я планеты вокругъ солнца черезъ ы 


= ев: 


На основан1и перваго закона Кеплера 


РЕ 
Я + ©1425 ф 
если за полярную ось возк- 
менъ большую ось эллипса, 
а за полюсъ - фокусъ, 


Ва основан1и второго 


закона Кеплера ‚сектор1аль- 
вая скорость величина поа- 


Черлехь 54 стоянная, слвдовательно: 
* 
^- = люки. 
ВБаконець, трет1й законъ Кеплера даетъ намъ сл®дующую за- 


висимость для всЪхъ планета: 


г $ есть величина постоянная, одинаковая для вс®хь планетъ. 

„Выведемь изъ законовъ Кеплера законъ Ньютока. Такъ какъ 

1 
$ =, 

(11 законе Кеплера), то моментъ силы ® отзосительно полюса © 
равень нулю, значить ® есть сила центральная, проходящая че- 
резъ солнпе. 

Сьлу эту мы можемъ опредёлить, пользуясь фориулою В1пе%, 
такъ какъ знаемъ (1 законъ Кеплерг) траектор1ю планеты. 


Изь уравнен1я эллипса имфемт: 


откуда 


"ТВОРЕТИЧВСКАЯ НЕХАЕИКА". ЯЧ.ТТ. Прод, И. В. ИЕЦЕРСКТИ. Я. 11. 


162 = —® ь 
4 __ 
ат $ соз9 


к ‚ < 4 
Подставаяя вырежен1я производной а й д въ фериулу 
В1пеф, получиыз- 


или 


Такимъ образом, исходя изъ первыхь двухф законовъ Кепле- 
ра, мы нашли, что ивтересующая нгсъ сила Е пропорифональна 
массё, обратно пропорифональна квадрату разстоян1я, и что эта 
сила притягательная (послзднее показьнаеть знакъ минусъ въ 
выражении сил Г). ь 

Разсмотрииъ коэффин1ееть ки 

Хотя входяштя ръ него величин: удвоенная секторфальная 
скорость (© и параметрь для различнехь планетъ различны, 
1$ыъ не менёе, освовываясь на третьемъ закскй Кеплера. можно 
доказать, что отношен1е - величина обинаковая для всЪхъ 
планете, 

Въ самомь дзлё, секзтортальная скорость планеты = с. а. 


пяощаль эллипса -Яаб › слздовазтельно: 


Ем 
ь В 


откуда ` 


й 


. Я%б 
с: = 


Подставляя сюда выёсто малой полуоси ея ввражен1е черезъ 


я 
большую полуось и параметот $“: ов ‚ получииъ. 


Диор 
вые 


= 


откуда. 
4% 
ева: 
но по третьему закону Кеплера 
а 
а : 
—5=6 } 
поэтану 
^ 1 
6.4% 4 
$8 


гда | постоянная величина, одинаковая для вс%хъ планетъ и, 
слздовательно, д®йствующая сила (сила притяжен1я къ солнцу) 
будетъ: 


Е... 40 


Постоянная р есзь величина той силь притяжен!1я, которую 
оказываеть солние ва единицу изссь, когда сна находится на 
единиц разстоян1я. 


$ 4. Опредпленув движенЯ планетъ и иометъ подъ 


влаянавиъ припяхеная къ солнцу. 


Въ механиив планеты и кометь, когда изучается только дви- 
жен1е ихъ вокругъ солнца, разсматриЕкгются какъ матертальныя 
точки; поэтому нгша задача состоитъ вз слёлующемъ спредёлить 
движен1е матерфальной точки подъ влзянзеыъ пентральной притя- 
гательной силы, пропорпфокальной массф и обратно пропоризо- 
нальной квадрату разстояв1я точки ст пентра силы 

Если нентральную силу обозначимъ черезъ Е, кассу очки 
черезьти ‚, величину силь притажен1я единица массы на едивиць 
разстоян1я через» › 10 величина силы будетъ 


.- 164 - 


Въ разсматриваемомъ случаз иётъ надобности спредфлять дви- 
женфе по общему праему, т.е, составлять сначала дифферевитале- 
нвя уравнен1я движен1я, такъ какъ здёсь имфютъ илсто # законъ 
сохранен1я живой силь и законъь сохранен1я площадей, слздова- 
зельно, могутъ бьть написаны два интеграла; инлезралъ хизой 
силы и иниезралъ площадей. 

Сила К, какъ сила центральная и зависящая только стъ 


разстояная, имзетъ потенцуфалъ, и силовая функп1я для кея бу- 


оды 


слАдовательно, интегралъь живой ‘силы выразится уравнен1емь 


деть: 


ГД в, постоянная произвольная. Помножимъ 06% части равек- 


ства на =. › Получимъ: 


о 
Гд ЗА, 


Интегралъ площадей вьразится такз: 


их злое, ОНИ 
Постоявныя пооизвольнкя № и (© ыв опредёлииь съ помощью 
начальназо положеная и начальной скорости точки, 1.6. зная, 
чт0`въ иоментъ 1-0 О, $- Фо (черт. 55) (вичто намъ 
не мёшаетъ считать $.  ); и, кромё того, 9: %. ии )-9 


или Уз а ф-Ч. 


Подставляя начальныя значен1я въ уравненя (7) ‘и (8):, полу- 
лучимъ: 
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и 


ао 
т 
или, такъ какъ 
плаще ии), 
то 
(= чи, ми, ол, 

Считая }. и С величинами известными, опредвлимь праекто- 
фаю движущейся почки, т.е. найдемъ зависимость между“, и о . 

На основан1и уравнев1я (7), выражая квадратъь скорости въ 
полярныхь координатахь, получииъ: 


Е. и) 
Очевидно : р 
1-м у 


но изъ уравнен1я (6) имземъ: 


слёдовательно: 


Подставляя въ  уравнен1е 
(7') вывсто м и т ихъ зна- 


чев1я, получимъ: 
А ха 
а <: а 


Отсюда имфемз: 


= < 
= 
ие 
ы 


<+ -т ее ом 
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ИзолФдуемъ вопрос о тоит, какой знанъ надо брать передъ 
радикаломъ. 

Мы всегда иожемъ отсчитквать уРолЪ т въ такую сторону, 
чтобя бело ‹, ›0, тогда (>0. Такъ кавъ (>(, то знавъ 


язвой части уравнев1я (8) опредфляется знакомъ 44. в: 


4 


откуда слздуетъ, что знакъ 4 въ свою счередь спредёляется 
знакомъ производкой ыы › которая можеть быть положительной, 0т- 
фрицательной или правкой нуле- 

Очевидно, если \.>( , то передъ корнешь ик доливы взять 
знакъ + если 4! %0 , то знакф минусь. Если же ;-0 (это 
булезь тогда, когда 5, Ч. ), то с знахё передъ радикаломъ мн 
должны судить по знаку второй производной отъ -© рЪ начальный 
иоменть. 

Мы видфли, что ы 
Е К -в , 
слёдсвательно, если 


С 
ое: 
: -1е 20, 
Фо беремъ передъ корнем знакъ плисъ; если 
у 
а 
+50, 
тс звакъ минусъ. всли же 
% 
С 
ие 0 
Ча т ° 


‘тогда всё пройзводнья от "> по времеви въ начальный момевть 


будуть равыв нулю"); принимая во вниман1е разложене © въ 


В 
*) Дписивимельно, изъ выражен{я для № нафдвиъ, что 


ии). ы 


мА 


1ди 


А 


рядз: 
лен и... 


мы иожемъ утверждать, что % во все время будетъ оставаться 
посзояниБыЕ, Т.е. равиьиъ %, ; въ этомъ случав точка ониснва- 
е\Ъ окружность. 

Полохимв, что, руководствуясь указанными соображенаянми, мы 
выбрали въ нашемъ случа® знэкъ + ,‚ тогда изъ уравнен1я (8) по- 


лучаемь. 


Возьиемъ иктегралъ отъ обёихъ частей этого равенства: 


ры, (8") 
Лук $ 7: 


ГДФ о. - постоянная произвольная, опредфляемая по начальнниъ 
данннит, 


Обозначим 


И 
ив 


тогда уравневче (8°) пыботь видь: 


-/. ЩЕ 
+ Ивье ? - 


но 


сльдоватвльно, и 

ы 

20 
точно также всь производныя посльдующихь высшихъ порядновъ въ 
начальный номентъ оудутъ равим нулю, такъ ханкз они вырахаются 
въ видп сумим произиеден1й, изт которыхъ кахдод содержить ино- 


лииележь пронэздодным предидствующихт низшихь порядков 


= 168 = 


Подрадикальную функи1ю перепишемъ слёдующимъ образомз: 
пр Мда ы 
май - Сад оо :)= 


ый. (См) 


тогда 


| А ен 
Ле —— 


выполнивъ интег сирован1е находнит 


+ 
откуда Е 


и 
Ара Е -625($ -<®).- 
Введеиъ обозначеная: 
: вы, 
КЕ = 
или проце 
е= 1.52 


Тогда имземъ: 


очен 20059-20] 


и окоцчательный видъ уравнен1я тргектор1и булетъ. 


ЕЕ, ТЗ) 


Если бы перед радикалоиъ въ уравиензи (8) прнилось бы 


= 169 


взять знакъ - , то этотъ минусъ мы могли бы перенести въ пра- 
вую часть равенства и тогда послё интегриронав:я ин получили 
бы СФ ), вызсто ф . Веря при этомъ постоянную произвольную 


+%  получимъ тоже ураввен1е (9) 


# и 


У виза.) 1965 -а) 


Фраектор1я точки, выражаемая уравнен1емт (9), есть ‘э/л- 
липоъ, когда ©<41 , парабола, когда ©=4{ ,‚ зтипербола, когда 
21. 

Величинг @ зависить отз знака передъ®; ©<4 , когда(,< 0, 


но 


АаЬ ; 


° 


значитъ точка описываеть эл- 


липсъ, корда 


%_ ак 
ча, 1 
Ф.е. когда 
У ; 


точка описнваетъ параболу, ког- 


да 


Чертехъ 56. ы = т 
и гиперболу, когда 
уе 
°.7 ь 


Такииь образоиъ, все различ1е траектор1й обусловлинается 
величиною скорости тачки въ начальный момент, 

Планеты движутся по эллинсамыъ, кометы большею частью по 
параболамиъ; изъ интеграла живой силы : 


5. №. ь, 


- З- , ь 


ясно, что во всякомъ положен1и планеты скорость и< Е во 
всякомъ положен1и кометы, описквающей параболь, %- Ве 

Изъ формулы (3) легко видёть, что 4, получветь наименьшее 
значен1е, когда 4 © , значить о есть то значен1е $. кота- 
рое соотвътствует= наименьшему разстоян1ю движущейся точки 
0тъ притягивающаго центра*) 

Если будемъ оточитнвать 9 отъ наииеньшаго рад1уса-векта- 
ра ед (черт.56), тс с-( ‚, и умавнев1о траекторзи будет: 

9 


1+ ой 


Перейдем? ‘къ опредплен4ю тозо закона, по котофому почка 
Овизвтся по найденной ухе траектории. 

Законъ этотЪ можно опредёлить двоякимъ снособоиъ, вкразивъ 
или “, или ‚ какъ функп1ю отъ времени. 

Мн в внражен1е угла 9 ‚ какъ функп1ю отъ времени. . 

Подставляя въ уравнен1е (8) выфсто -{ его значенйе изъ 


уразненая (9), получиит 
ее 
вес © С, 


или 4 
$49 6% 
реза" Е 


Бозьмемъ интегралы отъ об%ихь частей равенства 


$4 ы 
и ееозф)*` с4 =), 


гд8 @ - постоянная произвольная. 


Интеграль лфвой части находится просто, когда траектор1я 


точки парабола; тогда онъ равенъ: ' 
*) влихайшее къ солицу положен! е планаян или кометы назн- 


вавтся "перизтелай". 


Е = 


УЕ а . НЕ ИЕ * у 55).941- 


9,1489 
; ия. 
Такимъ образомъ, искомая зависимость выражается фориулой: 
‹ 
9.4429) -6 ($. 
#14443) -64-9), 0... 40 


С ЗУ 
р. № 


` 
Изъ этого уравненая слёдуеть, чзо когла *4: С; т.е, ког- 


РД 


да точка Л, находится ближе воепо иъ притягивающему вентру, то 


с 


О 
значить, & есть время прохохден1я коиеты черезъ перителай. 
Когда траектор1я точки эллипсе или зипефбола, интогриро- 
ванфе сложн#е. Одизко, для эллипса ножво найти законъ двияе- 
нфя другии, довольно простныъ путемъ, 
Такъ какъ 4: С , то площадь сектопа, описнЕаемапо рад1- 


усомъ-векторомъ точки. будеуъ 


-5-24-°,... ит 


ГД © есть время прохождсн1я планеты черезъ перигел1й. Пло- 
щаль 5 въ уравненйи (11) выражена въ функ! и отъ вреиеви, 
поэтому, если мы сумЗемъ найти зависимость между Э и $ ‚ то 
задача наша будетъ рзшенг. 

Мы увидимъ, что выфото угле ф ивиъ будетъь удобво ввести 
другой уголь # ‚ получаемый слёдующимь построевзеиь опишемь 
изъ пентра эллипса (С (чзерт.57) радфусомъ, равнымъ большой по- 
луоси, окружность 49$ и черезъ точку .( проведемъ прямую 
«Я, ИК до пересёчен1я съ окружностью въ точк № соели- 


вое» 


няя точку ® съ С, получииф уголь КС , которьй и обозна- 


чииъ буквою ©. 


Уголь Ч называется ° 
истинною  аномалфею, га 
уголь © энсцениричесною 
аномалфею. 


Вудемь разсиатринать 


эллипсъ 999 , какъ пра- 
екизю построеннаго нами 
круге 49$ , (дёзметрь 
котораго равенъ большой 


оси эллинаа), предполагая, 

Чертек» 57, что кругъ повернут® около 
дфаметра (черт,58) &$ такъ, что проекц1я рад1уса ©® (пер- 
пендикулярнаго къ дфаметру 49 ) этой окружности на плоскость 
эллипса совнадаеть ‘съ 
малой полуосью эллипса 
СФ. 

Точка `«, будетъ 
тогда проекпфей тачки 
окрухности Ж. 

Выразииъ площадь 
сектора Э-лл. 0. 


не въ функши отъ уп- 


лаф ‚› а в$  фувкцди 

Чертвхъ 58. отъ угле & . Очевидно, 

секторь д-пл.4 0 предотавляетъь проеки1ю сектора 0 на 
плоскость эллипса. 


Площадь сектора «ХО равна: 


пл. А Жил Са > г суще. вме , 


> 73.- 


ибо 0(-0.5. НПомножимь эту площадь на соз1пиз угла № (9 ( мех- 


ду плоскостями окружности и эллипса), равньй отношен1ю и 


получимь* 
$ - илл. ОХ = #6 я ее) 24 ему Е). 


На основанфи уравнен1я (11) 


аб (6-0. вме) (4) ь 


откуда 
Е-озиё- 649). 
Такъ какъ 
$. 

то 

% Фу : 
ноу насъ с ы 

У: 
сл*довательно: 


и искомая зависимость ‘выразится формыутой: 


о ео м 


Нетрудно найти зависимость между углами © и $ изх чер- 
тежа (57): 
я 
$5 -Их-=, 
+5 Ру 5 


слздовательно: 
Ури $ 
но 


%. О, иУЕ, 


= 1 


а 
сладовательно` 
а 

Для случая гиперболы, какъ менфе важнаго, мы не будемъ ис- 
кать вырахенфя угла 9 въ функц1и отъ времени. 

Разсмотрённая въ настоящем параграфВ задача можеть» слу- 
жить принпромъ для р®шен1я всякой задачи, въ которой требует- 
ся опредёлить движен1е матерхальной точки подъ ви} анземъ цен- 
зральной силь, зьражающейся николорою функуею фаастоян4я. 

Плану ршен1я слёдующай: 1) составлевзе двухъ интеграловъ 
живой силы и площадей, 2) опредфлен1е постоянныхь произволь- 
НБХЬ ВЪ ЭТИХЪ интегралахь по начальнымиъ денньмь, 3) опредёле- 
110 траектор1и точки, 4) опредзлен1е закона движен1я точки по 
траектор1и, т.е. вьражен1е одной изъ координатъ точки: % или 
$ въ функцки отъ времени, 


ГЛАВА \1. 
ДВИКЕНТЕ ТОЧКИ ПО ПОВЕРХНОСТИ. 


$ 1. Условфя для скофости и ускофеная точки. 
Всякая неподвижная поверхность выражается уравнен1емъ ви- 
да: . 
Юр з:6.. Исса РЕ 
связнвающимь координаты точки. * 


Поверхность, по которой движется точка, можеть быть или 


= 475_ > 


феальная, ваприиёръ, поверхность шара, или только воображае- 
мая, звонетрическая; - такъ наприм®ръ, тачка № , соединенная 
съ неподвижною точкою  посредотвомь стержня длины @ , дви 
жется по геометрической поверхности шара рад1уса @ *), 
‚ Скофость и ускоренфе точки, движущейся по данной поверх- 
ности, подчинены иЪкоторымь услор1яиъ. 
Чтобы вывести эти услов1я, замфтимъ, что уравнензе поверх- 
вости (1) обратится въ тождество, если мы вмфсто координат 
точки подставииъ ихъ выраженйя въ функи1яхъ времени; а если 


функцтя тождественно равна вулю, то и вс® ея производныя по 


4.0; 48-0;..... и 2.д. 


Раскрывая первую производную, получимь услов1е, которому 


времени равны нуль: 


„ 


должны удовлетворять проекп1и скорости точки, движущейся но 


Ел Ну. й (2) 


Этому услов1ю легко придать простую геометрическую форму. 


поверхности: 


Проведемъ въ точкё Д къ поверхности (черт.59) вориаль (.Х, 
одно направлен1е которой считается положительнымь, другое от- 
рицательнымь. Сов{пиз' в угловъ, образусмыхъ нормалью съ осями 


координатъ, будутз: 
_ 
во (Ж).р 


9. 
ый , 


*) Поверхность, на3. "удерживающею", если ‘точка не мохетъ 


съ ноя сойти, и "неудерхивающею", всли точка можеть сойти въ 
одну сторону. 


= 48 > 


гдё в0з(%, 8>г. 


Иена: 


причемь положительному направлен1ю нормали соотвётствуеть ка- 
рень со знакомъ плюс, ‹а отрипательному 
со знакомъ минусъ. 

Раздфляя 06% части уравнен1я (2) ка 


2}, получимз: 
х'ео$(«&, С) ео (Ж)+ хев5(1)-0 , 


сткуда слзлуетъ. что проекпи1я скорости 


Чертехъ 59. на направлен:е нормали равна. нуле: 
оз (4, №).0........(8) 


Значить, или у = (} „ ЕО тсрда точка находится въ поко% или, 


если точка движется, то 


со5(о Г) = 0 
т.е, 
16,9”, 
ИЛИ 
Ех. 


Такимъ образомъ, услов1е (2) выражаетъ только то, что ско- 
рость точки, движущейся по поверхности, перпендикулярна къ вор- 
игли, т.е. направлена въ плоскости, касательной къ поверхна- 
сти, что очевидно. 

Раскрывая вторую производную: 4 :,  получимъ условае, 


которому должны удовлетворять проеки!и ускоренйя: 


ы а 197.0, о. 


гд% { сть фунхция второй а относительно проеки1й 


ИС 


скорости и представляеть краткое обозначенфе совокупности ос- 


тальныхь членовъ выражен1я второй производной, ‘такъ что 


РБА у хх ны у 9 эх. 


Вели об% части уравнен1я (4) раздёлимь на 5} ‚, то полу- 


чимъ услов1е для ‘ускорен1я ‘въ болёе простой форм: 


асс 5 сео) ео ЖХ) -- — Е 
Ы 


т нь а ЗОВ 


откуда 


$ 2. Реакцёя поверхности и дифференциальный уфавненая 


дзиженая точки. 


Реальная поверхность можетъ быть зладкая или незладная. 
Разсмотрииъ прежде всего случай гладкой поверхности; это бу- 
деть также случай той поверхности, которую мы въ предкдущемь 
параграфВ назвали геометрическок. 

„Въ статик8 нами установлень принпипъ, въ силу котобаго 
присутств1е опор, стёсняющихь свободу ‘тёла, всегда мохеть 


быть замзнено присоединен1емъ къ даннымъ силамъ, д 


твуюцимь 
на 1%ло, нёкоторьхъ новыхь силь, назнанныхъ резкифями опоръ. 

Когда точка движется по гладкой поверхности, ло эта но- 
верхность представляетъ опору, реакщя которой направлена ло 
нормали къ поверхности. Если ‘величину реакц!и обозначииь чв- 
резъ Я, , условившись приписннать ей знакъ*+ , когде оив ва- 
правлена по положительной вормали, исзнакъ - ‚ когда она на“ 
правлена по отрицательной нормали, то можемъ выразить проек- 
цзи -реакцзи на координатныя оси слёдующимь образом: 


`"ТЕОРВТИЧЕСКАЯ ИВХАНИКА". Ч.ТТ, Проф. Н.В. ИВЦЕРСКТЙ, 4. 18. 


- 178 - 


9.вов(4,Х) "Яецжт.З И, 
$..055(%, 9) 9,605 (953-58, 


я Яеоз(Я, %) Я, 25% )- а 
д% 


о 40-47 Ен [О 


Такъ какъ ускорен!е точки, умноженное на массу, должно бёть 
и по величинв и по направлен1ю оавно равкодёйствующей задавае- 
инхь силь, дёйствующихь на т$ло. сложенной съ реакт1ей поверх- 
ности, то дифференитальныя уравненая движен1я точки по гладкой 
псверхЕости 1 <, Ч „т )=0 будуть: 


те че (6) 


гдё Х. 4 Вр суть проекийи равнодъйствующей  приложевндхе 
къ тёлу заданньхь силъ на координатныя оси *). 


Найдевнья уравнен1я (6) выфстЁ съ уравнен1емь (1) позва- 

*) Ееооходимость появления вторыхъ членовъ въ правыхъ 
частяхъ ураенен1й (6) вытекаеть ухе изъ ‘тозо, что проекции ус- 
хоренфя двихущейся точки долхны удовлетворять уравненю (4), 
сльдовалельно, всли оы не было этихь впорыхф членов, по р. 
проекцфи данной силы Х , 7,4 ги долхны быль бы удовлетворять 
соотзпиствующему услов4ю. что, вообще Зоворя, невозможно, ‘пакъ 


какъ проежцти данной силы мозутъ ошщь заданы какъ узодноь 


о = 


ляютъ намъ р®шить двф задачи, которыя зд$сь представляются: 
1) опредёлить двихен1е точки по поверхности, 2) опредёлить ре- 
акц1ю поверхности. 

Въ первой задач нужно найти косрдинаты ея ‚+ въ фун- 
кифи ‘времени, во второй задач величину й, ‚ дла опредвлевйя 
этихъ четьрехь неизвёстныхь послужатъ намъ им%ющ1яся у насъ 
четыре уравнен1я три дифференцеальньхъ уравнен1я (6) и урав- 
нензе поверхности (1). 

Общуй методъ для опредёлен!я движен1я точки по поверхно- 
сти состоить въ слёдующемь: исключая реакшзю %, ‘изъ уравне- 


в:й (6) получимъ два уравнен1я 


9х, 9 

ул? -Х_ „ лил” 
<. й 

9х т 


затвыъ, пользуясь уравненйемъ поверхности, одну изъ коорди- 
натЪъ Рыражаемъ черезъ двф друг1я, наприийръ, % черезъ х, и 
Ч ‚› и полученнкя виражен1я подставляеиъ въ два вышенапиаа- 
ныя уравнен1я, - получаемъь ‘дна лифференцфальныхь ‘уравневзя 
второго порядка, нахсдииъ далзе четьре интеграла этихъ урав- 
нсн1й, при чемъ войдутъ четыре постоянныхъ произвольныхь; зна- 
чен1я этихъ постояннкхъ опредёлимъ, зная вачальныя данныя:х, 
ф › хь › 4 ‚ найдя координаты х ‘и ч какъ функофи отъ вре- 
мени $ ‚ легко уже получныь и ® 

Какъ и въ случа свободвой ‘точки, большую пользу намъ 
зд8сь приносятъ законъ живой силы и законъ сохранен1я площа- 
дей. 
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$ $ 3. Иятезралы живой силы и площадей. 

Примфнимъ закон живой силы къ движен1ю точки по поверх- 

ности: 
% 
р. 172 ОА 
Ал р Цао), 

ГАВ Е равнод®йствующая заданаемыхь силь (равнодёйствующая 
этихф сил К) и раанцаи 9, . 

Знаемъ, что работа зтой равнодёйствующей: 

ЕЕ о) Едъсов Е) + Ут) 

но ‘такъ какъ реаки1я направлена по вормали, г скорость точки 
перпендикулярна къ нормали, то сох(),,5)=© и  слёдова- 
зельно, элементарная работа резкп1ия поверхности равна нулю. 
‚Значитъ уравнен1е, выражающее безконечно-мзлое прирашенае жи- 
вой силы для точки, движущейся по гледкой поверхности, будетъ 


совершенно такое же, какъ и для тсчки свобслной: 
Зи ав Ел) : 


стоюда, если даннья силь имёютъ потевц1ель, тогда элементар- 


ная работе равна дифференцфалу силовой функц1и 4, : 
Ед» сз (Ез). Хае-УЗн +7. 1-4 ь 


и инаезралъ живой силы будетз: 


к в 


Такииъ образоиъ, если даниыя силь, приложенныя къ точк&, 
движущейся по гладкой поверхности, имёютъ потенц!аль, то су- 


ществуеть интегралъ живой силы, которьй выражаеть законъ са- 


> 9 - 


хранев1я полной энергфи точки; постоянная 


и: туй 


АМ. 3.) р 


Занонъ площадей даетъ намъ интегралъ тогда, когда иоментъ 
равнодёйствующей всёхъ силъ, приложенньхь къ точк%,  отвоси- 
‚тельно нёкоторой оси равенъ нулю, это имфетъ иёста, если упа- 
мянутая равнодёйствующая будетъ все время параллельна нёкото- 
рой оси или будетъ ее пересёкать, 

Разсматривая движен1е точки по поверхности, мы должны 
им\ть въ виду равнод8иствующую данныхъ силъ и реакши, слёдо- 
вательно, сумму моментовъ дэнныхь силъ и реакши. 

Существуетъ одинъ важный случай, гд® напередъ можво ска- 
зать, что иоментъ реакц!и относительно Б%которой оси равенъ 
нулю. Такой случай представляется тогда, когда данная поверх- 
ность есть поверхность вращенля, т.е. поверхность, полученная 
‘вращенеит в®которой плоской кривой &(® ‘вокругъ оси 8 
(черт.60). лежащей въ ея плоскости. Нормаль къ поверхности 
вращен1я, а слфдовательно, и направленная по ней реакц1 я, воег- 
да или пересзкаетъ ось поверхности или ей параллельна. 

Въ томъ и другомь случаё иоментъ реакцйи относительно оси 

вращен1я  равенъ 
вы нулю. Если для 
в точки, движущейся 
\е по поверхности 
$4 врещен1я, данная 
ее сила, къ ней при- 
ы ложенная, будетъ 
| у еы . или перес$кать 
ре ось Порерлности, 
или будеть ой па- 
Чержехъ 60. раллелька, тогда 
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и моментъ данной силы относительно этой оси равонъ нулю 

Такимъ образомъ, если точка движстся по гладкой поверхно- 
сти вращен1я, то существуетъ интегралъ площадей въ плоскости, 
перпендикулярной къ оси поверхности, если только данная сила 
все время находится въ одной плоскости съ этой осью 

Примемъ ось поверхности 44$ за ось, 0% , тогда плоскость 
перпендикулярная къ ней, будетъ Я, и интегралъ площадей 
выразится такт 

ху ух : соли, 

или ‘въ полярныхь коорцинатахжъ. я 


$ + сом 


$ 4. Опредпленае фвакцфи или довавная. 


Для опрелёлен1я реакцйи существуетъ дна способа, 

Первый способъ прии®няется тогда, когда движенфе точки оп- 
редёлено, т.е. когдах 4 ‚› { мы узе выразили въ функитяхь 
отъ времени 4 . Веремъ одно изъ дифферент1альныхь  уравнен1й 
(6), содержащее А , подставляемь въ него, выфсто координатъ, 
найденныя выражен1я и находииъ я ‚ какъ функи1ю времени. Вс- 
ли, напримёръ, ‘возьмемъ первое изъ уравнен1й (6), то раэкифя 
будеть: 


Зебьи ха: 
За. 

Воли величина Х, получается со знакомъ  , то реакп1з иа- 
правлена по положительной нормали; ‚если со знакомъ -, то по 
отрицательной. ;. 

Второй способъ примёняемъ тогда, когда движен1е неопред*- 


лено. Веремъ уравнен1е (4), /рьражающее услов1е, которому уда- 


8 3.= 


вяетворяютъ проекцёи ускорен1я точки. подставляя въ это ура- 
вненйе вызсто вторыхь производныхь ихъ выраженёя изъ уравне- 
взй (6), получииь 


®) 
ее хх ул Е + {< Я < # { = 0. 
Принимая во вниманйе, что 
еИ-ор; 


находииъ резки1ю, выраженную черезъ координаты и скорость 


В: Е 


или 


г Х направлен1е положительной кориали. Въ нёкоторыхь слу- 
чаяхь изъ полученнаго такииь образом выраженая Я, удается 
скорость исключить съ помощью интеграла живой силы, и тогда 
находимъ величину реакц1и, какъ функи1ю отъ координать точки, 


По одному изъ принятыхъь нами 


я, принциповь всякому дЪйств1ю соот- 
6 взтствуеть равное ‘и противополож- 
й, но направленное противодёйств1е, 


9“ значитз, если поверхность окази- 
ваетъ ва точку реаки1ю ий ‚№6, 
обратна, точка я оказывает на 


Черлехь 61. поверхность нфкоторую силу 4) 
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равную и противоположную к . Эта сила называется давлензвиъ 
лочки на поверхность. Очевидно, способы для опредзлензя дав- 


лен1я и феакцфи совершенно одинаковы. 


$ 5. ЗАДАЧИ. 


Дервая задача. Разсмотримъ движензе тяжелой точки по глад- 
кой плоскости, ‘составляющей съ горизонтомъ уголь оо. 
Примемъ эту плоскость за плоскость ХЛ (черт.62), тогда 


уравнен1е ея будетъ: 
1:0; 
ось @Х, направлена перпендикуларно къ прямой ХФ пересйче- 
ня наклонной плоскости съ плоскостью горизонтальной, т.е. по 
з линти наибольшаго ската. Начальныя услов1я будутз: 
10 хе хр, 4-0. 


„'Составимъ дифферевнцкальнья уравнен1я движен1я: 


а Я 
тий-6 , доки, ВОО 


япие = - ыы возо №. 


Можно было предвидёть, что А, ‘войдетъ только въ третье 
изъ уравненай (6°), такъ какъ реаки1я направлена по нормали 
къ плоскости 2504. 

Первое изъ уравнен1й (6') намь даетз: 

х- фи ; 


но по начальнымъ даннымъ. 


185 - 


С=х, 


слёдовательно: 
змий з 
откуда 
А 
"мы + 339 ь 
ГД 
9-х. $ 
слёдонательно: 
. 3 я 
хе фи ча на, ао. 4®) 


Второе изъ уравнен1й (8 ) намъ даетз: 


о 
‘олёдовательно, С ‚ия у: у. 
+9, у 
но 
Е 
олздовательно: 
у, ето до ИООЛОЙ 
Уравнен1я (*) и (*)(*) опредёляютъ движен1е тяжелой тачки 
по гладкой наклонной плоскости; они, какъ видим, отличаются 
отъ уравнен1й для движен1я свободной матертальной ‘точки при 
дВйств1и силы тяжести только т%ыъ, что ‘виёсто ускоренйя 7 
„здвсь входитъ Ом, 
Третье изъ уравнен1й (6') опредзляетъ реанц1и. Такъ какъ 
2.0, 
то 
Я-то , 


1.6. реакифя равна составляющей силы тяжести по перпендикуля- 


- 86 - 


ру къ плоскости. Знакъ плюсъ показываетъь, что реакпфя направ- 
. 
‚‹ лена по положительной нормали, 1.6. пс положительной оси 0% 


Чертехъ 62. 


Вторая задача. Разсмотрииъ движев1е точки пос поверхности 
круглаго конуса подъ вл1фян1емъ силы притяжен1я по перпендику- 
ляру къ оси этого конуса, обратно пропорц1ональной кубу раз- 
стоян1я точки очф оси (черт. 63). 

Пусть сила притяжен1я единицы массы на единиц разстояная 


будетъ | ‚ тогда величина дан- 


эк 


ной силы выразится такз; 


ИХ 
= 


Уравнен1е поверхности конуса 
будеть: 


тр. 


или 


ху а 0 | 
Чертвжъ 63, гдВ 
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В- и с ‹ 
Посмотримъ, что даютъ намъ законы дивой силы и площадей. 


Вь нашемъ случа сила имветъ потенцталь и силоная функцёя бу- 


детз: 
фт. Кл, 
т 4. щ-. 
Иифемъ интограль живой силв; 


= - 5 5 ы 4. (лови). 


Сокративъ на “—., получимъ: 
Выль сх = ВОЙ 
г 
1:5 
м 


Моментъ силы относительно оси конуса равенъь нулю, такъ 
какъ сила пересвкаеть ось; также и иоменть реакпи относитель- 
но оси конуаа равенъ нулю, такъ какъ конусь нашь есть поверх- 
ность вращен1я; поэтому существуеть интеграль плонадой въ пло- 
скости, перпендикулярной къ оси 0% ': 


9. СЕ ох ос м 


Опредёлимъ постоянныя произвольныя |, и С, ИЗЪ НаЧальныхь 
й 
данных 5. 1. › Е Че‘ 
. 
Этими данными уже опредёляются 1, и 1, (Въ самомъ д®ла, 


мы имземъ: 


откуда 
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(въ нашемъ случай + ), и 
ху - и -0 . 
откуда 


ЕВА 
ы рт, 


По начальнымъ даннымъ найдемъ: 


-^ 
и 
Е №64. ; 
сл®довательно: 
Факъ какъ 
ху -ч-ф, 
то 
яд... 


Если заданы полярныя координаты, то 
С: о 9. 
если заданы скорость и ея направленфе, то 
(- чьм; ммиа, ›3,). вм (т, Е 
Опредзлимъ движен1е точки. 
Напишемъь интеграль (8) живсй силы въ вид%: 


В моя о 


Исключая изъ уравнен1й (9) и (10) и уравнен1я поверхности 
дв координать © и ф - мы получимиъ одно уравнев1е съ одной 
координатой 71 - 


Такъ какъ 


п са сосны” Фа фа д ОО сбббаный 


то 


Изъ уравнензя (9) 


Подставииъ въ ураввен1е (10) 


в 


$ ы 1+ Ри ы м 
или 
в с м 2 


Извлекая квадратный корень, получимъ: 


= уч: уе<*+ ыы уг 


Передъ радикаломъ возьиемъ знакъ плюсъ ‘или минусь, смотря 
по тоиу, возрастаетъь х при движен1и ‘или. убынаеть; пусть бу- 


детъ знакъ плюсъ; тогда 


з 4: 
РУ С т а г 
Интегрируем®- 
4 ВУ рат 
м усе 1 НИЕ "Ире: 
откуда 
С. в г $) 


Постоянную А опредёляеиз, полагая $. -9 


КА ИЕ 
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Таким образоиъ 


рр НС 


Мь нашли + въ функцаи времени, легко уже зат®мъ найти 
и 9 ‚ проинтегрировавши выражен1е 9 ‚ найдемъ уголь $ „какъ 
функиаю времени. 

Опредёлимь реакуфю или давлен1е точки на поверхность. 


Пифференцтальныя уравнен1я движен1я будутз: 


та т 1) , 
т-- Я 4$ 


Для опредёлен1я реакнфи возьмемъ третье изъ этихъ уравне- 


н1й. Принимая во книманйе, что 


ТЫ АН 


находим 
9: И. 
т 


Выражев1е 7’ въ функцфи отъ ‘времени получимъ, дифферен- 
цируя дна раза вышеприведенное вьражен1е + 


Третья задача. Опредёлимъ давлен1е, которое оказываетъ на 
поверхность шара движущаяся по ней тяжелая точка. 


Уравнев1е поверхности: 
ии Ё-0. 


Уславае для скорости: 


Е 


хх вт -0 В 
Услов1е для ускорен!я: 
р мы Е 


Лифферевцйальнья уравнев1я движее1я будутз: 


Въ этихъ уравнев1яхь ®>0 ‚› когда реакийя направлена въ 
заружную сторону по на- 
правлензю ИХ (черт. 64) 
и &<0 , когда раак- 
ця направлена во вну- 


трекнюю ‘сторову по 


4%. 

Подставляя значе- 
в1я вторыхь производ- 
ныхь отъ косрдинатъ по 
времени въ уравнен4е, 


выражакщее услов1е для 


ускорен1я, найдемз: 


Зершехъ 64. т Залы : 


откуда 


$ ЧЕ”). 
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Квадратъ скорссти можно легко выразить съ помощью инте- 


грала живой силы, такъ какъ существуетъ силовая фувкшя: 
ча 7 


Мы имбемз: 
идей : 
(постоянная 4 опредёляется по начальнымъ данныиз). Отсюда: 
5% - ан : 
значить - 
о о 


Это же выраженае служить и для опредфлевк1я давленля. Ре- 
:акп1я шара одзлается равною нулю тогла, когда ‘точка придеть 
въ такое положен1е, для котораго у. Зиг ‚; ато положен1е на- 


ходится на верхней полусфер%. 


$ 6. Увавненая равноввс4я точки, нахсдящейся на 
тладкой поверхности. 

Уравнен1я равнов&с1я матерфальной точки, нахоляшейся н8 
гладкой поверхности, мы получимъ изъ лифференитальныхь урав- 
нен1й движек1я (6), полагая ускорен1е точки равнымъ нулю, т.е. 
полагая, что 

х:0, 0, 7-0 


Уравнен1я эти будутз: 


у: 3840) 


= 93. ;= 


Исключая воличину$ , находииз: 


вы ео 


Эти равенстна виражають услсов1е, необходимое и достазач- 
вое для равнов®о1я ‘точки на гладкой поверхности: равнодёйст- 
вующая данныхь силф, приложенныхь къ точкй, должна быть  на- 
правлена по нормали къ поверхносзи. 

Дна уравнев1я (11) вызст8 оф уравненйемъ поверхности [. , 
ы % )-0 ‚ послужатъ намъ для опредфленйя полохентя равна- 
В%01я точки на гладкой поверхности при дёйств]и  заданныхъ. 
силъ, т.е. для опредёлен1я трехъ координатъ ‘точки (х ‚Ч № 
закииъ образомъ мь иоженъ получить одно положенае равновёо1я 
точки, или н®которое конечное число положен1й равновёс1я, во 
иожемъ и безконечное большое число подожев1й равноввс1я на н&-. 
которой лин#и или на нфкоторой части поверхности. 

Величину реаки1и Я, пайдем® съ помощью ОДНОРО взЪ уравве- 
в\й (10), подставивши вы®сто коордикатъ х. 1 ‚› % полученныя 


вхь значен1я. 


$ 7. Движенйе точки по незладкой поввфхностя. 


Если точка движется по негладкой поверхности, тогда, кра- 
м8 нормальной реакц4и Я, ‚на точку будетъ дёйствавать еще одна 
сила, именно сила пренфя. 

На оснаванфи опыта установлены слёдующфя диз овойстна си- 
лы трен{я: 

1) Сила стрен1я, приложенная къ точк&, нанравлена но той 
же прямой, что ‘и скорость ‘точки, но вЪ противоположную стора- 
ну; 

2) Величина силы тренфя равна абсолютной величив® нориаль- 


“ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ИВХАННЕА". Ч.ТГ, Проф. И. В, МЕЩЕРСКТЙ. Я. 13. 


м + еы С р 5. 


=! бы 


вой раакцфи, унножениой на вЗкоторьй постоявнЕй коэффипаенть 
к, назынаемый коэффицфентомъ динамичзеказо трензя; - этотъ 
коэффацфентъ характеризуеть стелевь шероховатости данной по- 
верхности- 

Такииъ образом: 

Т-МЯ, 

ГДЕ [8] обозначаеть абсолютную величину вормальной реакцфи. 

Коэффииенть трея1я динамическаго, развивающагося при дви- 
жен1и точки по поверхности, не более коэффицфента статуческазо 
шренфя той же пазерхности, т.е. коэффинфента трен1я въ случаз 
покоющейся точки. 

Такъ какъ со31143'ы угловъ. образуемьхь скоростью ‘тачки 


съ координатньми осями, выражаются стношевяии 7 т ‚> ” 


то на основанфи упомянутыхь выше свойствъ силы трен1я, проек- 


цфи ея на координахава оси будутз: 


99.5)- М>). о, 


, 
$59.) У, 
Й 
Чему) --Ж В 
Присоедивяя къ задаваемымф силаиз, приложенинит къ точка, 
нормальную резки1ю поверхности и селу трен1ч, мь пазсматрива- 


еи+т точку какь свободную; к потому получаемт лифферекифальныя 


уравнен1я движен1я точки пос негладкой поверхности въ вид: 


нал ‚Хх. х Я, 
тылу д. вх, 
т. 7.88 М. 


2395 = 


Присоединяя къ этимъ тремъ уравнен?ямъ уравнен1е поверх- 
ности 4 ч ‚„1)=0 , иывемъ четыре уравнензя для опре- 
д%лен1я четырехь неизвзстныхз: ЯН о = Аа 


Примпръ. 

Прямолинейвое движен1е тяжелой точки по негладкой наклон- 
вой плоскости. 

Пусть с. ‘- уголь, составляемьй плоскостью съ горизонтомъ 
(черт.65), © - коэффицаенть динамическаго трен1я. Езклонную 
плоскость прикимаемъ за плоскость 209 ‚; ссь Ох. напрарля- 
емъ по лив1и наибольшаго наклона внизъ; ось 0% по перпенди- 


куляру къ плоскости вверхь. 


Чертехъ 85. 


Уравнензе плоскости: % -0. 
Пусть вачальная скорость ©’, направлена по оси 0, ввизъ 
«>0), зсгда дифференифальныя уравнен1я движен1я будутз: 


ды" = тифитии- К, 
та 9, 
ЯТиХ" =- тиф еоба 4%, х 


Такъ какъ 1.) , то изъ посладняго дифферевитальнаго ура- 


внен1я находиме; 


Я тир созее ь 


22098 


„Подставимь значеве Я, въ первое изъ дифференцаальныхъ 
уравиен1й: ы у 
ппизс" = тады - тифсоза, 


‚откуда, по сокращен1и кали,, имфемз: 


-’- фо Чаи) > 
Отсюда слёдуетъ, что въ разскатринаемонъ ‹случав ускорене 
постоянно, 1.6., Чт0 точка движется равноускоренио. 


Полагая, что начальный данныя суть: х. их. , найдемз: 
2’ 2+ ф.о (вуы- К) 4 р 
т хо & ар ры 


Разсматривая выражен1е проекцйи ускорен1я х" на ось О, 
замйчаемь, что если < %, то х'>0 , тогда скорость все 
время возрастаеть; если же о, то х<( , тогда скорость 
точки будеть уменьшаться и, наконець, въ нёксторый момевтъ 
сдЪлается равною нулю. 

Полагая х’=( , найдем: 


у 


&- пы | 


Такъ накь доо- К 0 ‚ то прих,> 0 ‚$>0 ; это показына- 
ет, чт0 моменть и слёдуетъ за начальным моментом$; такимъ 
образом, въ разсыатринаемомь случав движущаяся тачка остана- 
вливается въ момевтъ ий и зат%ыъ продолжаетъ оставаться въ 
поко%. 

Если начальная скорость 7’, будетъ направлена вверхъ 
(<< 0 ), то первое изъ дифференцгальныхь уравнен1й движен1я 
представится въ вид%: 


Аызс”= ти. - ИС. + Е 


в въ послвдующ} я формулы виёсто Сб ) войдетъ бе \ ). 
| 
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Примьчанзв. Уравнен{е данной поверхности, по которой дви- 
жется иатерфальная точка, содержитъ время (=. Ч, я 11 
зъ тВхъ случаяхъ, когда поверхность сама движется или дефор- 
нируенся. 

Прииёръ перваго случая представаяетъ падающая подъ влуя- 
нземъ силы тяжести наклонная нлоскоств, составляющая ст гори- 
зовтомъ уголъ ©; если плоскость остается параллельной самой 
себ%, то предполагая, что ось 0$ направлена но перепендику- 
ляру къ плоскости вверхз, мы получамъ уравнензе плоскости въ 
вид: 


й 


& 
4 > 
+5 фесовы = 0 
примёръ второго случая представяяеть поверхнооть шара, радт- 
усъ котораго возрастаеть пропоршфональво времеви 
3+ у (ах бо. 


Дифференифальныя уравяен1я движен!я точки въ этихъ случа- 
яхъ иызютъ тотъ же видь, который указакть выше [уравненая (6)] 


для случая, когда уравневфе поверхности не содержитъ времени. 


РЛАВА У. 


ДБИЖЕНТЕ ТОЧЕН ПС ЕРИВОЙ. 
$ 1. Дибференцтальныя уравненйя движвнтя и рескцфя кривой. 


Вриная задается обыкновенко уравнезтямыи двухъ поверхна- 


стей, которыя свониъ пересёчен1емъ ее образуютз: 


>. 9-0 : к: ка” 
ху, )-0 : 
`Уравнен1а (1) будутъ содержать время ф вЪ тёхь случаяхъ, 
когда кривая движется или дефориируется, во здёсь ин будеиъ 
разсьатривать только тотъ случай, когда данная кривая венод- 
вижна. 
Въ прост$йшемъ случа, когда данная кривая плоская, мы 
принимаемъ ея плоскость за плоскость 599 и тогда уравневзя 
кривой будутъ: 


Ех м: —. 


Первое изъ уравненай (1) есть уравнен1е пилиндра, произ- 
водящая котораго параллельны оси (У, второе -уравнен1е пла- 
скости Х0У. 

Данная кривая можеть быть ресльная, какъ наприм®ръ, желобъ 
или криволинейная трубка, (въ которой движется иатерлальная 
точка), и зеохетрическоя, въ дёиствительности несуществующая, 
а дающая лишь геометрическое представлене нёкотораго услоа- 
в1я; - по такой кривой, именно, по окружности, движется, на- 
примёръ, матерфальная точка, прикрёнлевная къ стержне, враща- 
ющемуся зокругъ неподвижной оси. 

Ревльная кривая можеть быть злодкая и незладная. Мь бу- 


*) Въ часиныхь случаяхъ уравненфя (1) мозутъ имтяь. оодте 
простой видъ: 


{< ^9-0, 
Ца,ч) =0. 


4-6) -0, 
= (0. 


ЗНА 


Черщехъ 66. 


которыя обозназимъ черезъ О, и 0, 


дем сначала разсия- 
тривать случай зладкой 
кривой, къ которому вт- 
осится и движен1е точ- 
ки по реометрической 
кривой. 

Пусть точка Л дви- 
хезтся по кривой 4% 
(черз.66), представля- 
хщей пересёчен1е двухь 


гладкихъ новерхностей, 


Пусть проекцфи равнодёйствующей К данныхь силь, ° прило- 


женныхь къ точкв, будуть Х,У ‚,Д . Каждая изъ поверхна- 


стей ©, и 0, оказываетъ на точку резки1ю, направленную по 


нормали къ поверхкости, первая - реакпзю , , вторая - реак- 


шю 9, 


й 


Присоединяя къ заданаеиньыъ силамзъ, приложевнныь къ точкёВ, 


реакцфи поверхностей, иь разсматринземъ точку, какъ свободнух, 


и потому дифференитальныя уравнен?я движен$я точки по гладкой 


Бривой получимь вЪ БИДЁ: 


позу 9 + 


9» че 


ор! 


тх-7 Я а ы 


ГД ь 


ры 


^4- фу ао-ВУ, 
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ао ъ 


Какъ Я. ‚› такъ и Я. обозначаюзъ величину соотвётствующей 
реакци, взятую со знакомъ + , корда реакц1я направлена по .по- 
ломительной нормали къ.соотьётствующей поверхности, и со зна- 
комъ‘- ‚, когда она направлена по отрицательной кормали. 

Два уравненуя (1) и три уравнен1я (2) послужатъ намъ для 
спредзлен1я пяти неизвёстныхз: 2 .%, Я, и 9, . 

Для опредзлевн1я движенуя точки по денной кривой, искзичииъ 
изъ уравней1й (2) с помощью извёстнаго аагебраическаго пр1в- 
ма реакц1и Я. и о , 
Въ полученное уравнев$е подставииъ Выстот У ‚Ч ‚т , 
й о ь Е 
4 ‚ % › ихь выраженая въ функцйяхь отъх,‚ полученныя изъ 
уравнен1й (1). 

Если уравценфя (1) дадут: 


а о 
ь %=$ (5), 
| Ме: 
#-9(>).х, 
Е: 


я ъ 
У) 2+) (5) 
х- 9“ 4, ©). 

Въ результат ин получимъь дифференнхальное уразнен{е втб- 


рого порядка относительно координаты Хх. . Интегрируя это ура- 


© Занитимз, что ие хе уравнения (2) вырахающъ движение 
мочки по хрибой и въ жомъ одучат, хоздо уравнем1я вя дудбутъ 
содерхаяь время $ 


фекиря А) =0, 
Мень) =0. 
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внензв, мы найдемъ первый .и второй ивтегралв, содержащ1е двё 
постоянныя произвольныя (С, и т, для ‚опредёлек+я козорыхъ по- 
служатз: начальное положен1е и начальная -скорость точки. 

Если найдвмъ х:, какъ фувюн1ю отъ $ ‚ С жд, чо пб фор- 
муламъ (3) найдемъ зат®мъ чих. 

Очевидная, для’ начальнаго положентя иожно задать ‘золько 


одну координату, наприм%ръ, <, ‚ потому 930 спо формуламъ (3) 


9, 1 4.) ; 
а для начальной скорости только одну провкц1в, наприм%ръ, хе, 
такъ какъ по формуламъ (4): 

у." (9 5 › 

1, 

Перейдемъ къ разсиотрви1ю реануй 9. и Я, +. 

Эти реакцфи иы можемь сложить по правилу параллелограмма 
въ одну равнодёйствующую 5), (черт. 66). 

Сида Я, заключающаяся въ плоскости. (Я, д нормаль- 
вой къ данной кривой, называется реакуёвй кривой; такниъ.об- 
пазоиъ реакитя кривой ливни есть равнодёйствующая двухъ реак- 
ц1й, которыя оказываютъ на точку двё поверхности, нересёкаи- 
‘щЗяся по этой кривой. 

Очевидно, что сумма двухъ послёдвихь членовъ ‘въ каждомъ 


изъ уравнений (2) выражаетъ проекц1ю реакизи кривой ®, на :са- 
отвётственную осн, такъ что: 
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или по тзыъ же уравнен1яыь (2): 


$ 25, С) =пьЕ-Х., 
8. со, Ч ) - тф-У раны .{6) 
Зисоз 4%, #) - т’ -А - 


Зная давныя силы, приложенныя къ точкё, и движенфе точки, 
найдемъ изъ уравнен1й (6) три проекц1и раакиёи $, ‚ какъ фун- 
кц1и времени, а слёдовательно, спредёлииъ величину и напра- 
‚влензе реахпфи кривой. 

Всли кривая оказываеть на точку .Д{. реаки1ю ® , зо по из- 
вёстному прикпипу, обратно, точка оказываетъ ва кривую си- 
лу) ‚равную и противоположную резкизи , (черт.66),- ата си- 
ла называется: давлен1е точки ка кривую. 

Такииъ образсмъ изъ опредёленйя давлен1я слёдуетъ, что на- 
хожден1е реакц1и кривой лини и кахожден1е давленая точки на 
кривую - вопросы равносильные; ко давленфе на кривую разсма- 
тринается чаще, чёиъ реакцая кривой. 

Въ случа плоской кривой, какъ ин выше замётили, уравне- 


н13 ея будутз; 


р — 


%=0 
й 
Предположимъ сначала, зто раввод®йствующая силъ, приложен- 


НЫХЬ КЪ ТОЧКВ, во все время движен1я ванравлена въ плоскости 
кривой, тогда проеки1и ея будутъ: Х НУ, ’ 2=0 
Составим дифференцзальныя уравнен1я движен1я точки: 


» ©}. 
пиае-Х+ > 6} 
да. А Сына 

У 
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Эти два уравнев1я * 


}, выёст8 съ уравнен1емъ 1хлу- 0 
служать для опредфленая трехъ неизвёстныхв: сс. :, м} ОХ ча 
функизяхь времени. 


Исключая ® изъ уравнен1й движен1я, получимз: 
9} 2 Ал_ 9 У хл. 
уче - ран). 


Подставляя сюда виз сто 4 его внражен1е въ функи:и отъ 
х., полученное изъ уравненай (1'}, и произведя интегрироваве, 
найдемь 5. , какъ фувкшю оть { и постоявныхь произвольныхь 
С „Эд. 

Зная < ‚ легко найти и и затЕыЪ З . 

Если равкодайствующая силъ, приложевныхь къ точка, не за- 
ключается въ плоскости данкой кривой, тогда проекш1и ея бу- 
дуть: Х ‚У ‚7, ‚ и дифферевитальныя уравненЁя движензя 


представятся въ вид: 


12-Х +59 й 
пару, Е с ре ЕВ 
ле" = + Зь. 


ГВ о реакиёя плоскости кривой (плоскости ОС0У.). 


Такъ какъ х'-(, то третье изъ уравнен1й (2") дастъ намъ: 
&-7 


Слёдовательно, реакц1я плоскости во величин$ равна соста- 
вляющей данной силы по перпиекдикуляру къ плоскости и напра- 
влена въ противоположную сторону. 

Координаты <, при реаки:я М, находятся такъ же, какъ и 


въ предыдущемь случа. 


“) Трелье уравнензс оорощавтая въ тождество: ()=0. 


$ 8. Законъ живой силы. 


Примёнимъ законъ живой. силы къ движен1ю точки нос гладкой 
неподвижной кривой. 


Знаеиз, что 


Е ^. Еду со (Еэ)+ $45545) , 


во 1х ‚› сл»довазельно, элементарная работа реакции кривой 
равиа нулю. Такимъ образомъ, безконечно малое приращензе „жи- 
вой силы для точки, движущейся по гладкой неподвижной кривой, 


вырежается такъ же, какъ и въ случа свободной точки: 
В 
Чт - Е4ь о Е, 5) : 


Если данная сила (или равнодёйствующая данныхь сил), нри- 
ложевная къ точк&, двихущейся по гладкой неподвижной кривой, 
иифетъ поиенуфалъ (1), то законъ живой силь даетъ иамъ иняв- 
зфалъ живой сили: 


о 


Сл&дуеть иымфть в виду, зто для движентя точки по гладкой 
неподвижной кривой существуеть интегралъ, аналогичный  инте- 
гралу живой силы, всяк1й разъ, какъ данная сила, приложенная 
КЪ тОЧкЗ зависищъ жольно ошъ положен1я ‘точна. 

В» самомъ дёл®, выразивши съ помощью двухф уравнен1й дан- 
вой кривой координаты тачки с 2 ‚› Я въ фувкитяхь одной не- 
ремвиной ^л (наприм%рз, въ функпфяхъ отъ < .), мы найдемъь въ 
разсиатрикаеномъ случаВ слёдующее вырзжензе элементарной ра- 
бота: 

Х4« + Уау+ 7. 4я- иода, 


`а тогда изъ закона живой силы получаем: 
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о К 


Интеграль живой силь (*) [или ‘аналогичный интеграаз (**)] 


когда онъ существует, достаточенъ для опфедвленая двизеная 


‘точки по кривой, ‘такъ какъ для этого достазочно найти одну 


изъ координать точки .(наприм8рь, ©), какъ функцаю времени. 


за. Вторая фофма дифференциальных уравнений движвная 
мочки по ъеподвижной кривой. 

Уравнен1я данной кривой въ н%которыхъ случаяхъ-трудво на- 
писать, въ другихъ.они очень сложны; поэтому ин составииъ те- 
перь дифференцхальныя уравнен1я двихженуя точки по неподвижной 
кривой въ иномъ вид, взявши проекизи ускорен!я, силы и реак- 
цфи на три взанино перпендикуларныя оси, „движущаяся вм ст съ 
тачкой именно, на касажельную (.{$”) къ кривой, направленную въ 
сторону движен1я точки (1.е. на направлензе скорости) (черз. 

67), на главную нормаль (1%), на- 


правленную къ центру кривизны 


В кривой, и иа периендикуляръь ‘къ 
: этииъ двумъ осямъ, т.е. на би- 

Хх нормаль (2%). 
‚Вьражен1е для проекций ус- 
Чершамъ 67. корен1я на касательную и глав- 


ную нормаль траектор{и тачки наиъ уже извёстны изъ кураа Ки- 


нематики;: 
бк, $ = Га : 
бо, = не 


ь 


гд8 © радфусъ иривизив траектор1и. Такъ какъ уекорев1е изхо- 
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№ 


дится въ плоскости кривизны, то проекпйя ускоренйя на бинор- 
иаль траекторфи равна нуле: 
6: 055, 8)- 0. 


Такимъ образомъ, дифференийальнья уравнен1я движен1я точ- 
ки представятся въ вид%; 


паг - оз, вео (в, Ц 


0-Есо5Е %) +Я, (#9). 


Первое изъ уравнензй (7) служить для опредёлензя движен1я, ‘а 
второе и третье для опредёлен1я реснциёи Ф, слёдонвтельна, и 
для опредёлен1я давленуя 9) зочки на кривую. Принимая во ‘вни- 
ман1е, что: 

Зе }=-Зиеов 4»), 

99,8) --9. (9,8), 


уожемъь на оснонан1и уравненай (7) написать слёдующ1я выраже- 
в}я проекп1й давлен1я: 


3.05 (9, %) "Ролл, 


Чтобы найти проекифи данной силь К на глазную нормаль и 
на бинсриаль, спроектируемъ эту силу предварительно ‘ка нор- 
цальную плоскость «Я (черт. 88). 

Обозвачимь проекл!ю силы 1 на чл. м черезъ Е. .Оче- 


*) ировкцёя резкцфи ваека нулю, иоо: 


256,5) че Язи) 0. 
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видно: 


Е-Е м т) 2 


ЕоуЕХ)- ЕК»), 
БоЕ3)-Ес5Е.%). 


Подставляя въ уравнен1я (8) выфсто проекп1й силы Т в 
глазвую нориаль и бинормаль ихъ выраженя черезз Ё,, полу- 
чиыз: | 
ь я 

Фон.) Кез, Ме '} (8') 
9.559 ,3)-Е Е.) ; 


Изъ уравнений (в') слвдуеть, что проеки1и на главную нор- 
маль и бинормаль давлен1я на кривую выражаются двуия членами; 
значит, давлен1е есть равкодёйствующая двухъ силь; одна изъ 
нихъ есть проекц!я данной силы на нориальную плоскостБ, а дру- 
гая по величинв равна т и направлена по главной нормали, 
но не къ пентру кривизны, а въ сторсну выпуклости (въ сторону 
отрицательной оси ‹®.). 

Эта вторая сила, по величинв равная массё, умвоженной на 
квадратъ скорости и раздфленной на радфусъ кривизвд ( = », 
называется уениробъяной силой. 

г Такииь образомъ, давленфе 
точки на кривую есть равнодпа-. 
спвующая двухъ силъ: проекции 
данной силы ка пормальную плоа- 


скость и пентробЪъжной силы. 


Изъ сказанкаго снос, что 
певтробёжная сила есть только 
Чертехъ 68. составляющая того давлен1я, ко- 


торов точка оказнЕзеть на кривую, значит, ^ пентробёжная сила 
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С 
ие @сть сила, прилоленная къ точкь, а исходяяая 07$ точки И 


приложеныая въ кривой, во которой точка двихжезся, 

Заизтимъ, Что сила, но величин равная ускорен1ю ‘тачку, 
умножевному на массу (т.т), и направленная ‘въ сторону, проти- 
воположную ускорвнйю, называется силою инвфщфи;  обозмачииЪ 
силу инерц{и черезъ О ; очевидно, проеки\и ея на координат- 
выя оса будузз: 

©2650) ми, 

9со5(@,У) ту, 

Я ег ©, ) --тьх"; 
в проекя}и ив касазельную, иа главную нормаль и ва бипормаль 
зраевторйи будутз: 


@.=(©.7)-- т, 


©» (0,Х)- му, 


9.ео5(©,93) -9. 


Второе изъ этихъ уравнен1й показьваеть, что уехяробъяная 
сила вспь кормальная составляющая силы инерчфи. 

Выбст8 съ ТЖЫЪ мы видим», что въ томъ случа%, когда точна 
движется по кривой сх постоянной скоростью, сиав инерши н 
есть ничто иное, какъ центробъжная сила. 


Разсмотримъ взжнёйш1е часямые олучан движев1я точки #0 
кривой. 


$ 4. Испематичесий (крузовой) иаяжнияф. 


Тажолая точка -([ (черт.69) соединена съ неподвижной точ- 
кой О посредствомь невёсомаго, вегибкаго н верастяжимвРо 


стеряия длины ( ,‚ которьй ыожетт вращаться вокругъ точки 0 
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въ вертикальной плоскости; разсмстримъ колебательное движенте 


зочки М. 

Изыъ иредстоить такимъ образоиъ разсиотрёть колебазтельное 
движензе тяжелой точки по окруяносши радфуаа 7 ‚ звключаз- 
щейся въ вертикальной плоскости. 

Центръ окружности возьмемь за начало координать; ось 09 
направимь  вертянально 
ВНИЗ. ` 

Опредёлииь сначала 
деиженйе точки М, ‘а за- 
тё%ыъ и давлен1е ‘ея на 
окружность или па стер- 
жень 


1) Движен1я. ‘Сила, 
приложенная къ зочкА 


иизезтъ потенциала: 
Черисхъ 69. Чи . 


слёдавательно, существуетъ законъ сохранен1я живой ‘силы и ис- 
жетъ быть напиаанъ интегралъ живой ‘сиды: 


а ИИ, 
= УК ....... .`.(9) 


„Чусть начальныя уславзя будутз: 
$-0, э.- 0 ‚4 соч , 


1.е. точка.) ‘въ начальный момевтъ отклонена отъ оси 0 на 


иВкоторьй уголь с< и пущена съ начальною скоростью, раввою ву- 
лю. 


Изъ начальных условай . находимз: 


ен 


"РВОРЕТИЧЕСКАЯ ИВХАНИКА". Ч.ТГ. Про. И, В, ИВИВРСКЕЙ. 4. 14. 


аи: 


$, нд (оовы, у 
Подставляя въ уравнензе‹(9) значен1е постоянной произволь- 
ной | и введя переиённый Уна 1, получимз: 


чат. Гл. мы ©9550) , 
‚откуда: 
97-241 (оз - 6955). и. (0 

Изъ уравнен1я (10) ‘видимъ, что. величина скорости зависить 
только отъ сохф ‹, олёдовательно, если возьиеиь так1я положе- 
вфа точки С ›, для которыхь ф будетъ имёть одно ‘и то же 
значен1е, то скорость точки въ этихъ положенфяхъ будетъ одна 
и та же. (Такимъ образоиь, скорости движущейся тачки ‘въ 'двухъ 
положен1яхъ, находящихся на одной горизонтальной прямой, ‘рав- 
нь между собою; стоюда слздуетъ, ‘что если точна М, оть на- 
‚чальнаго положеная «М. опустится до визшаго положения Х :, то 
она непремзнно поднимется по другую сторону до положензя., 
находящарося на одномъ горизонт съ начальнниь положенфеиъ, 
потому что тамъ только скорость будетъ равиа вулю; при этомъ 
время, въ ‘течён1е котораго ‘точка проходить дуги ДА а АМ. 5 
будетъ одинаково. 

Опредёлимыъ законъ, по которому происходить колебанйе ‘ма- 
ятника, т.е. найдемъ зависимость между угломъ $ и временемъ 
т 

Факъ какъ 

я - 6 з 
то изъ уравненёя (10) 
9 Ч: (08 - соъоо) . 


Пользуясь фориулаии: 


соьф- 1-9. ит > 


= 


6055,= 4-2 3 


получим: 


4* Аи -ви? $) › 


-Откуда: 


- 4-У$ зиме 


Передъ радикаломъ будетъ. знакъ -, потому что сначала уголь 
*Ф уменьшается. 
Изъ выражен1я ф' находимз: 


уни ЧИНИ о 


% ха 
А. сом 
Дате 7 + | (12) 


Интегрирувиз: 


„Въ лАрой части у насъ получился такъ назынаемьй .эллипти- 
ческ1Й интеграль, котораго мы въ конечномъ вид найти не ма- 
жем$. 

Упростимъ нашъ эллипзическ1й интегралъ, вводя новую пере- 
изнную 14.1, удовлетворяющую слфдующему уравнен1ю: 


ы * 
зи ами } 


отсюда находимъ: 


й ; 
: фео5Я 4 + зи сом. , 


*) Иы интемъ право сдълажь такую залтну, иоо фа,  олт- 
`доватвльно: 


ба ум 5 < 


= - 


оз У миа-хики 3 


‚  блвдоветельно: 


44. Фолио. Ч — 
Учи зим, 

Такъ какъ 
эти 


аи ие ди Зои. 
то 


— йа. = и-во5 у, 


Подставииъ въ уравнен1е (11), ‘вызсто 44 и радикала, най- 
денныя значензя, получим: 


Вь правой части здфсь надо поставить знакъ + т, ‹а нем, 
какъ въ уравнен1и (11), по слдующимь соображен1ямз: 
когда {-о:, тогда ВМААА. = А значит = 


" 9-0 + м Эмалх. = ( 


К =, 

у =- 06 си Илл = А и = =. 

ны т 0 8 Ах = 0 и м- Я вед» 
Мы видимъ, 


370 перем нньй уголь ^^ съ течен1емъ ‘времени 
вс9 возрастаеть, слёдовательно, производная \ будетъь все 
время положительная, поэтому передъ корнемъ надо ‘взять +1, 


и 
эллиптическ1й интегралъ нашь выразится такз: 


428: 
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‚ Посзояввую произвольную (,- -^_ получимь изъ уравнения (12) 


% 
полагая 
$-0, 
и, слёдовательно: 
Аду и , 
т .& 
ИЛ , з 


Факныъ образомъ получим: 


(бизя я тя т я у В У: ы 


Отсюда ясно, что для того, чтобы опредёлить время ‘въ кд- 


торое ‘точка .перем8щается язъ М. въ какое угодно положен+е. И, 
мы ‘должны взять опредёленный интеграль въ предёлахъ,отъ > до 
соотвётствующаго положен1ю «& значен1я перем нной ‘и помно- 


жить его на У 1 
“ам 
+ С ЗЕ Зи и 


Отсюда уже, какъ частный случай, находимъ время ‘ирохожде- 


#1я точки изъ начальнаго положен1я %. въ низшее положен1е 


д: 
«5 ог 
Точно также найдемъ время прохожден1я точки изъ А въ |. 


У, ты м, 


Важно опредёлить время однозо размаха иатеиатическаго ма- 


= #3 


ятника, 2.6. время прохожден1я тачки ‹изъ М. въ Д. ‚, - оба- 
значииь его черезъ $ ; очевидно, будетз: 

5- $. + 9 
во выше было указано, что скорость тачки на.одномъ истомъ ‘же 
горизоит8 одна и та же, будетъ листачиа двигаться ‘вверхъ-или 


опускаться вниз, значитз: 


1-4 


*. 


У т се ет тит 


„Введемъ, выёсто 12, навую перем$ввую лл„1, ‘удавлетворяющую 
слздующему услов1в: 


и, слёдовазельно: 


ЛА. * ^^. 
Отсюда, ‘когда ^лл.- 9:, тогда  9м.-0, 


м м- № к ^^, 5 


Кром8 того, 


Такимъ образомъ: 


сое 


Разложимъ подъинтегральную функц1ю въ рядъ- 
Обозначивши: 
мес эАУА,> 55 , 


получим по биному Ньютона: 


- 835.1 


я... 


Ноэтому предыдущее выражензе $ представится въ вид%-:сл&- 
дующей сумин: 


ту на и щ и ть м. 


Получился -рядъ интеграловъ одного тина, которне находятся 
ино общей формул%: 


„Прим8нивши эту формулу, . находим: 


у ие + „Я о Нее | 


При достаточно маломъ сх только приблизительно можно при- 


нимать обычное выраженфе времени одиого размаха: 
2“ а1. 
ый 


гораздо ‘тачнёе, если положить з1пиз равньиъ дугё и удержать 


только ‘второй членъ, время Я выразится по формул: 
* 
я [А 
= Иже 
Мы видииъ, 4$0 зремя однозо размаха математичеснаго маят- 
ника завибить отъ угла `начальнаго отклонен1я: чВиъ ‚послёднай 


больше, тзыъ больше ‘время колебан1я, значить колебан{я. данна- 


го цатематическаго шаятника, строго говоря, нв изохронны а 

>) ПРНИВЧАНГЕ. Кромт колеобательназо двихензя мочка 4 въ 
разсиалриваемомъ примюрю мохетъ, въ зависимости отъ величикы 
начальной скорости, или приолижаться къ верхней точкь окрух- 
носши. или описывать всю окрухность въ обноль и томзъ хе на- 
п, авлен1фиь 


= 245 > 


2) Давлен{6в. Опредёлииъ давлевае тяжелой точки ‹)) ва.ок- 
ружность вертикальнаго круга, но ‘которой происходить колеба- 
зельное двихевзе. ы 


Мы вывели слёдующее общее выражевзе для проекцфи давлев1я 
на ‘главную: ворыаль 


9.5 @ ‚„.№)- Е «Е, Ю-, 


ГДВ, Е. проекн1я силы на нормальную плоскость. 


Въ ‘разсматранаемомъ нами случав нормаль Я” направлена но 
О ‘къ центру круга. (черз. 69), и 


6034, №)-+4; 


затвмь 
у ЕЕ) -ь д.54, 


а ® 
изу г > 
ео ©0550). 
Подставляя эти значен1я въ выражен1е проекц1и.давлен1я на 


‚ Рлавную нормаль, находииз: 


905(9„Ж)-- оф 29а (ео5ф- сое) ; 


отсюда 


9- тд) (6елзФ- Фес) 


воз (Ф,Х)--1; 


слАдоназельно, давлен1е направлено въ -сторону ‘выпуклости. 


$ 5. Цинлоидальный маятнииз. 


Вазсмотримъ движен1е тяжелой тачки по циклоидв съ гори- 
зонтальнымъ основан1емъ, заключающейся въ вертикальной пло- 


:скости и обращенной выпуклостью внизъ. 


Хотя и здзсь интегралъ живой силы сущесявуеть, твмъ не ме- 


ЭТ 


и8е въ данномъ случа удобнёе исходить изъ ‘дифференцёальнаго 
уравнен1я  двихен1я 


и. 4. Бо. дса рачаас 


Обозначимъ черезъ 3 дугу нивклоиди, отечитываемую отъ з0ч- 
ви 0(5>0 вправо отъсточни Оз, 5<0 влёво отъ О’), при дви- 
жен{иточки дуга 5 или. возрастаетъ ‘или убинаеть, въ первом 
случа8 мы имземъ 


во второмъ 


—1. 


Чертехъ 70. 
и слздонательно, лёвую часть уравнен!я: (13) можемъ написать въ 
Вид%: 


Оравая зе часть уравнен1я будет: 
Раз Я)-Е 2 Ел) пу); 


но 


> #18: — 


сои) - 9% т 


когда при движени дуга возрастаетъ, и 


о-в , 


когда дуга ‚5 убнынаетъ,  слёдонательно: 
Зе ре ети Е 
ЕЕ т 


Производную Е найдемъ изъ сл&дующаго уравнен1я, „свыра- 
жающаго дугу > пиклоиды въ зависимости отъ дфаметра |й про- 
изводящаго круга и ординатыь Ч 

в 44 5% 

Дифференцируя, находиме: 


Я 45-44 ь 


Ни 
Я: 


откуда 


=) Циклоида. (черм. 70) задасияся уравнен4 яма: 
2-29 +т8) , 
у - РИ изб) р 
отсюда, для ‘дизуеренцтала дузи по дормулт: 


4: тет, 


паходимъ 

й 6 40 

& = бе: ; 
интвзрируя, ‚получаем: 


э 


и 
в = 5. та, 
сльдоватвльно 


ия ЧЕН инв)- Чу. 


г, Жы 


зяачитз: 


ЕЕ), 


и дифференцхальное уравнензе движенёя (13) можемъ напиаать въ 


вид 
а 
ое. 


Раздфляя 06% части этого уравнен1я при верхнихь  знакахь 
(при двихени дуга › возрастаетъ) на+^и%, ‘а при нижнихь зна- 
кахъ (дуга 5 убываетъ) на-хлл, мы получниъ для движен:я точ- 
ки какъ вправо, такъ и влёво, одно и то же уравненфе: 

& 
а ина (13') 

‘Замдчаемъ, что совершенно такого же вида. дифферевизальное 
уравнензе мы разсиотрёли уже ‘въ случа® прямолинейнаго движе- 
н1я точки подъ вл ян1емъ-силы притяжев1я, къ неподвижному цен- 
тру, нропорцзональной разстоян1ю. Изъ уравнен1я: 


а 
я 
3; --@ 5, 
мы. нашли: 
ха и . 
Интегрируя уравнен1е (13'), ив, очевидно, придемъ къ.по- 


добному же результату, и поэтому можемъ сразу написать второй 
ивтегралъ нашей задачи: 


еде УТУ 


Это уравнен16 выражаетъ гармоническое колебан1е точки, ам- 
плитуда котораго равна 
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Цримемъ крайнее положензе точки, при которомъ скорость -ея 
равна’ нулю, за начальное положен:е; зогда. 5.- 0 1, ‘амплитуда 
= 5. › и уравнензе движен1я представится -въ боле простомъ ‘ви- 
д%: 


в-в..602] ы а 


Продолжительность однозо размаха пиклсидальнаго маятника 
‚будетз: 


ЛФакимъ сбразомъ, ивы видимъ, ‘что ‹аинлитуда колебавай стяже- 
лой ‘точки. на циклоид& на продолжизельнссть размаха никакого 
вл1ян1я не имзетъ, слфдонательна, циклоидальный маятникъ ©0- 
вершаетъ изохронныя колебанзя, ‘тогда какъ колебан!я кругового 
маятника, какъ бьло выше указано, не изохронны. 

Циклоидальный маятникъ 
белъ построень ГРюйзенсомъ; 
металлическая изогнутая пла- 
станка ЛОХ. (ч604.71) пред- 
ставляетъ развертку пиклои- 
ды АДА ›; въ точкё © при- 
крёилена нить О длины г, 
на кониё которой находится 


тяжельй шарикъ .Д»; при дви- 
Чержахъ 71. женфи шарика. вить обер- 

, 
явваеть ЛОЛ, я, сибдонательно, точка ./( описнваеть диклойду 


. 
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$ 6. Равновтофе иатеффальной точки на `зладкой кривой. 
Уравненфя равновпсзя точки на гладкой ‘кривой: 

фозирх - м 

ехух) = 0, 


получаются изъ дифферени{альныхь уравнен1й (2), если положить 


ускорен1е ‘точки равнымъ нулю. Уравнен1я эти будуте: 
ха те 
у пы ы 
Условзя равноввофя можеиъ также получить и изъ уравнен1я 
ль. Роз (Е); 
полагая, что 3-0 , ахнв ыы 


Кох, 7) - 0 
откуда слздуетъ, что для равновёо1я точки на гладкой кривой 
необходимо и достаточно, чтобы данная сила, приложенная къ 
‘точк®, была перпендикулярна къ касательной, т.е;, ‘чтобы она 
заключалась въ нормальной плоскости кривой. 


$ 7. Диффефениальныя уравненая движенуя точки по 


незладкой кривой. 
Когда точка движется по Незладкой кривой, «тогда, кромб 
нормальной реакции 5 :, на точку будетъ. дёйствовать еще ‘сила 


пеня, направленная по касательной къ кривой въ ‘сторону, пра- 
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зивоположную скорости, и по величин равная ‘абсолютной ‘величи- 
н$ нормальной реакп1и, помвоженной на коэффицаентъь динамиче- 
‚скаго тревзя (& ). : 

Принимая во вниманзе силу трен!я, -мв, на оснонав1и уравне- 
#3я:(7), получим .сл®дующая дифферевцёальныя уравнен:я движе- 
в1я точки по негладкой кривой: 


парез Е?) Я а 


т -РочЕХ),Я в), В. 


0 -Ео (Е.А) + 9,.е05(Я,®). 


Такимъ образомъ, силастренйя входить только-въ первое изъ 
уравнен1й двилевая (14). 

Для положен1я покоя точки на пегладкой кривой мы получимъ 
гри уравненйя изъ уравнензй (14), полагая л1у- () ‘и заыёняя 
коэффиизентъ динамическаго трен{ёя коэффиц1ектоиъ статическаго 
‘зрен1я. 


и 
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БКИНЕТИКА СИСТЕИЕ ТОЧЕК... 


=---=----- зай о од оф 


РЛАВА Ё 


СЕСТЕИА МАТЕРТАЛЬНИХВ ТОЧЕЕЗ. 


Системой матерфальныхь точвкъ ‹назвнается такая совокуп- 
вость матер{альныхь точекъ, въ которой движен1е ‘каждой тачки 
зависить отъ движен1й или положен! вспхъ остальныхь ‘точекъ”). 

Эта зависимость обусловливается связями, ‘которья бываютъ 
двухъ родовъ: динамическая и кинематическая. 

Динамическ{Я ‹связи образуются силами (взаимодийствая), при- 
ложенньыми къ точкаиъ системы. 

Прииёръ.такой система, въ которой существуютъ- только ди- 
намическ3я связи, представляетъ система изъ двухъ иатерфаль- 
ныхь ‘точекх, ‘взаиино притягивающихся но закону Ньютона. 

Движен1е точки «&. зависить отъ движев1я точки т, пота- 
‘у что дёйствующая сила. ( ^ Ра по ‹величинз ‘и направлен1ю 
зависить отъ положен1я точки М, ; подобнымиъ же образомъ ‘дви- 
жен1е точки % зависить отъ движен1я точки Я ` 


Система, подчиненная -только динамическимъ связямз, назы- 

*) ‘Созвасно этому опредплея1ю совокупность, напринпръ, сво- 
Фодныхъ матерёальныхь лочекъ, подверженныхь ‘дъйств1ю ‘только 
‘Силы тяжести, не .соразуетъ ‹ сисяемы. 
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вается системою свободныхт-иаперфальныхь точекз. 

‚Важнайнай примЁръ такой системы представляетьъ солнечная 
система, ‘если солнце, планетк и вхъ спуткики будем разсиат- 
ринать, какъ матергальныя тачки. 

Кинвматическоя связь выражзется н%которьиъ  уравнен1емз, ко- 
Форому должны удавлетворять ксординать точекъ ‹ системы. 


Вудемт обозначать ‘точки системы буквами 


Е. 


` 7) 


массы ихъ соотвётственно 


:а координата: 


т» . 
(м. обозначаетт число точекъ систеин), тогда кинематическая 
связБ, которой подчинена система, выражается уравненфеит, ви- 
да 
лох. Е -3,дьа.)-0 
Простёйв1й прииёръ системы, въ которой существуеть кине- 
матическая связь, предстевляютъ дв точки М. я № `, соеди- 
ненныя между собой стерхнем®. Здфсь вызеиъ слёдующее уравне- 
н1е кинематической свази: 
(их) цена] в 
ясно, что движенфе одной ‘точки зависить отъ движен!я другой 
„зачки”). 


*) Занжиниз, ‘что кинехатическая связь мохелъ выражаться 
уравнен4вмъ, совдиненнымъ съ неравенстволз, Примъръ такой свя- 
зи представляетъ зиокая нить, связывающая дев почки: зъ‘эжомъ 
случатъ ми будемъ инвиь: 

арм чя-1) 0, 
10% @ длина низи. : 


Дослье, зампжимъ, что уравнензя связей мозутъ содержать вре- 
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Система, въ которой разстсян1е между каждыми двумя точна- 
ми остается постояннимъ, назынается неизмпняемой. 


Цусзь неизы&няемая система состоитъ изъ трехъ точекъ №, , 


‚4 з 


д. 4, соединенныхь между собою сторжняии м {1 к 


(черт.72); для этой систе- 
й о мы существують три кинема- 
Ю О тяческтя связи: 
* 
| че еси -Ь, 0 
я 
к ки -Ь,-0 , 


оу учна,- в >. 
Легко видётв, что при- 
Чертехъ 73. бавляя къ систем изъ трехъ 
точекь послёдавательнс по одной точк%, мы должны, для того, 
4т0бы система оставалась иеизиёняемой, каждую вавув точку со- 
единить стержнями съ тремя изъ предндущехъ; такимъ образомъ, 
присоединен1е каждой точки къ веизызняемой системё увеличина- 
еть число кинематическихь связей на три. 

Если ииземъ нвизыийняемую ‘систему изът, точекъ, то первыя 
три изъ нихъ даютъ три кинематичесвфя связи, а остальныя (т-3) 
зочки даютъ 3(^\- 3) авязей, всего, значить, будеть (3"- @) ввя- 
зей. Отсюда слёдуотъ, что число кинематическихь связей, ввоб- 
ходимыхь для того, чтобы система бвла неизивняемой, но шесть 


мензе числа координатъ всёхЪ точекъ системы. 


----------3---3- 


мя ф+ такой ‘прилтръ представляютъ двп матерфальныя ‘шочки, свя- 
занния сперхнема, который уолиняетсня пропорцфонально времени, 


шакъ что: 
1-а+й, ль 


весу п] -0 


"ТВОРЕТИЧЕСКАЯ ИВХАННКАТ. Ч.ГГ. Проф. ИН, В. ИВЙЕРСКТЙ. 4. 15. 
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я 
Въ систеиф матерфальныхь точекъ можеть ‘существовать вооб- ъл 
де { канематичесвихь овязов: 


ль, мл, оды: ©, 


ыы Пек 
ты, во С =: ет») 0 2 


лоза, оды 
причемъ число р должно быть непреиёяно меньшимь Эт. ‹, числа 
хоординать точекъ систеимь. 

Если бы К-т, ‚› ТО мы имвли бы столько ‘уравнений, сколько 
координатв; р&шая эти уравнен:я ик нашли бы для координатъ по- 
стоянныя значен1я; слфдовательно, система останалась бы въ по- 
08, а не двигалась. 

Всли бы и, 10 нёкоторвя изъ уравнен1й связей были бы 
сладствлемъ остальнхь или противор&чили бы имт, . 


Въ случаз неизивняемсй системы ин имёемз: 
#- п-@ связей. 


Замётииз, что существуютъ системы, подчиненнья одновре- 
ченно и динамическимь и кинеиатическимь связямъ; такой при- 
мфръ представляютъ три матерфальнья точки, ‘изъ которыхь дв, 

связанная стержнем», притяри- 


$ М, наютъ третью и сами къ ней 


х, 


> : притягиваются по закону Нья- 
зона (черт.73). Система, бы 
чиненная кинематическииъ свя- 
зямъ, называется систеною не- 
свободных иотерфольныхь то- 
1, чек%. 
`Чертежъ 73. Весьма важный случай 


(частный) системы несвободвыхь матерфальныхь точекъ, именно, 
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неизиняемую систему, представляетъ твердое тпло. 

Въ самомь дёлз, въ Механик твердымъ т%ломъ называется та- 
кое ‘1$ло, въ которомъ разстоян1е между каждьии двумя точками 
остается неизиённымъ; раздфляя твердое т&ло на безконечно ма- 
лья части, наприиёръ, плоскостями, параллельными косрдинат- 
выиъ плоскостямз, и замфняя каждую изъ этихъ частей матер{аль- 
ной точкой, масса которой равна массь соствётствующей части, 
мы можемъ твердое т%ло разсматринать какъ систему безконечно’ 
большого числа (л.-‹о ) матерфальныхь точекъ съ безконечно ма- 
льыи массами, взаииныя разстоян1я которыхъ остаются неизывв - 
ными. 

Твла гибк1я, упруг1я, жидкости, ‘газы и, вообще, всз ‘тёла 
природы и ихъ совокупности ‘также могутъ быть разсматриваемы, 
какъ частные видь системы матерхальныхь точекъ; поэтому пред- 
лоленуя кинепики системы импитъ общее значенйе для всъхъ тплъ 
природы. 

° Замётимъ, что и одна шатер: альная точка, движен1е которой 
мы изучали, иожетъ быть разсматринаема какъ частньй случай си- 
стемы, при м-1. 


ГЛАВА 11. 


ДВИВЕНТЕ СИСТВИЯ СБОБОДНИХЪ НАТЕРТАЛЬНЫХЬ ТОЧЕКЗ. 


$ 1. Дифференцеальныя уравненая движензя. 


Пусть дана система, состоящая изъ м, свободныхъ иатерфаль- 
ныхъ точекъ: . ' 
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Кром силъ, необходимыхъ для того, чтобы точки образовали 
систему, къ точкамъ могутъ быть приложены всякфя друг{я силы. 
Очевидно, всё силы, приложенньыя къ какой-либо точкё, можемъ 
замфнить одной силой: ихъ равнод®йствующей, 

Пусть эзи равнодёйствующуя, прилоденныя к» точмамъ систе- 


цв, соствётственно будутз: 


а 2 


лу ? 


а проекцфи ихъ на координатния оси: 
ХУ ы > хм БЬ ХУ, д Я хУл. & 


Мы видфли, что въ случа одной матгертальной точки сила, къ 
ней приложенная, а ся®довательно, и проекифи ея зависят, во- 


обще говоря, отъ времени, атъ положен1я и скорости тачки. Въ 


случа же системь иатеруфальныхь точекъ (какъ это слядуетъ, изъ . 


самаго опредёлен!я системы) равнодёйствующая силз, приложен- 
ныхь къ каждой точкв, аависитъ не только отъ времени и стъ 
положен1я и скорости этой точки, но также отъ положен1й и ско- 
ростей другихъ точекъ, - по крайней ифрз, отъ положенйя или 
скорости одной изъ другихъ точекъ, Такииъ образомъ, проекпёя 
равнодёй ствующихь К, , Е Ея Е. суть, вообще го- 
воря, фувкц1я отъ би, 4 перем нквхъ: и а дк, 3: 


: Е и 
Я Ч»› © Ч 2%. ессно из Ян 
Прим%няя ссновныя начала кинетики къ каждой точкф систеин, 


ив получниь для каждой изъ внихъ три лифференнфальныя уравне- 


нуя движен!я; ззявши зочку съ указателем ^, (, получим: 


и 
48 -Х., 
м9. У 


и 22... 


а 
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Придавая указателю % послёдонетельно значензя: 1, &, 3, 
оля, получимъ Эм, дифйвфенуфальныхь уравненай движеная си - 


стемы свободньхъ мазер1альныхь точек: 


тих Хи У, и, пу Х тие, 2... а, . 
Такимъ образомъ, опредёленфе движен1я систеин свободныхь 
точекъ при дёйствфи даннахт силъ приводизся къ интегриранан1ю 
системь 3лу ‘совокупвыхь дифференцйальвыхь уравнений второго 
порядка. 
Для р®иен1я этой агдачи нужно найти бч, интеграловъ урав- 
нев1й (Х): Эм, вервыхь и Эм, взорыхъ ивтеграловъ, содержащих 
(л, постоянных произвольныхз. 


Первые интегралы будутъ равепстна вида: 


дРЩЬЫЙ ола И-6, 


4 
Гд8 м 1, Я, 3,.........3 5; ‘вторве ивтеграль: 
сует + Ч диреьмиф .. аси 4. - +9, 
ГА А 34: и 
а нала А] 


обозначають постоянныя произвольнья. 

Эти постоянния опредёляемъ, зная начальныя ноложен1я и на- 
зальнья ‘скорости точекъ систеив, которыя иогутъ бить задавы 
какъ угодно. 


$ 2. Задача двухъ пил%- 


Разсмотримъ движен{в системы, состоящей изъ двухъ свобод- 
ныхъ поченъ д и 4, › @зоимно припязивающихся. по закону Нъу- 
тона. 
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Важн$йв1й случай такого движе- 


у в1я представляет движене солниа и 
за земли, если не принимать во внима- 
ве силъ притяжен:я отъ  другихь 

тёльъ солнечной системв. 
ее - Пусть’ массы точекъ будут соот- 
= взественно му. ‘ил. а, а координаты 
Зертехъ 74- х. Ч. от, имо я, в мог 


да величина дфйствующихъ силъ равна: 


Ры аа 
е. ь 
Уре. 


Заижчая, что соз1пиз'ы угловъ, образуеивхь направленфемъ силъ, 


ГА 


съ осями координатъ равны: 


24 р в +В ) 


гдё знакъ + соствётствуеть сил, приложенной къ тачк® д: С 
знакъ - силф, приложенной къ тачк® 4, ыв получим сл®дую- 


щ1я дифференцальныя уравненёя движен1я систеин: 
пт =- Фут @,-), 


,. -Атьть, .(1) 


пя уф), 
лия - В, х-%). 
т ть в), 
п У, оо знАЫЕЕОН 


пи ии ( &- ь 


2 - 


Посредствомъ сложенфя получииъ изъ уравневй (1) и (1): 

Аи, чать, = ( , 
чт, - 0, и ТК. 
мч + ты - 0. 

Интегрируя каждое изъ уравнензй (2), найдемъ три первыхь инте- 

грала: 
пизеть >, 
пот, ^С,, др та: ую 


' й 
ИЗ +ть а = (,- 


гдз С, ь О `, а постоянныяЯ произвольнея. 
Интегрируя каждое изъ уравненай. (3), найдемъь три вторыхъ 
интеграла: 
ЧИ, И, = 64+ $, ) 
петь НФ, (4 
А, +, +9, . 


гв $, ‚9, › 9, - постоянный произвольная. 
Шесть постоянныхь произвольныхь С ба 


9. опредёляются по начальнымъ данньмъ. 


Обозначим: . 
ино, о, 
ет, > 
аи аа 
А (5) 
ЗАТИыЯ. р 
ПИТ, ее 


Геоцетрическая точка, опредёлаемая координатами х, , % , 


% ,‚ д®латъ разстоянйе % на чести обратно пропори1ональ- 


ныя массамъ ИН и м 


©. 


„ ` Она назынается ценафомъ инефуёи раз- 
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смазриваемой системы *). 
На основан?и уравненай (5) и (3) находииз: 


м ты 3 Ам Г око 


Уравнен1я (6) показынают$, что скорость центра иверии 
разсматриваеной систеив постоянна по воличинв и направлен, 
отсюда заключаем, что центрь иверпи движется прямолинейно и 
равном&рно; если начальная скорости точекъ таковв, что па- 
СтОяннНБЯ С,-6,-С,-0 ‚› тогда певтръ инери:и остается въ нпа- 
коз. 

Изъ уравнев1й (5) и (4) слёдуетз: 


С $. 
= + <. 
И 


не Ч% : 
\ ла ие. (6) 


4 
Всли“хоть одна изъ постоявныхь (.,(. , С. не равиа ну- 
лю, уравнен1я (6) выражаютъ прямолинейное и равнсыёрное дии- 
жен1е центра иверци систеив. 
Неренесемъ начало координать въ ‚вентръ инерц#и, не изижияя 


направлен1я косрдинатныхь осей. Всли новныя координаты точекъ 


*) Зальиииз, чшо @сли ды №, и Й, дыли точки ияхелыя, то 


хоординащы Хх, ‚и, , Я опредюляли ох цхъ центр» шяжеспы, и 


е 
слъдовательно, ценирз шяхости двухз почекъ совпадавлъ съ ихъ 


ценяромъ инерции. 
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[3 


в и д, обозиачимь соотвфественно черезъ ее ыь Зи 5 


ла › а’ 1 будешь вить: 


< - че, В 
чу 4 “., 
1, =.) 


= “, . 
де Ца 
ЖЖ 


Принимая во вниман{е, что ускорен1е певтра иверифи равно 
нуль, и, слздовательно, а 0 ‚ получаемъ изъ уравне- 
ий (1) и $4.) дифференцфальныя уравяенфя движензя системы 
въ новыхь координатахь: 


п 8), 
ти ты) т: ео 
3-55). 


‚и 
пб. бы), 
по р, ее) 
въ выс. 
Въ уравненаяхь (1) и (1,) 
Е 


Ва оснананфи уравяен1ий (5) находимъ: 
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(ут) ег ли, дочь ее), 
(унты). м, (Ц ет. Ци) 2 
(пить) = ен че); 
откуда получаемь уравнев1я, зьражающзя связь между новьци ка- 
ординатаци точек №, и 
пи: лы, - 0 я | 
ыы ор Ва 
Ах + ы, 5, = 0. 


Изъ уравнен1и (8) находииъ: 


а, ‚ (8. 
Але й 
н 
“ ЧИ. 
вы | 
ти (8") 
Чт о 
ыы] 
< 


Подставляя въ уравнен1я (1') выёсто координать точки Ш, 
ихъ выраженая черезь координаты точки Д, изъ уравневйй (8'), 


получим: 


т ‚4. Рибтазь). ее 


<? 


эко обет. 1. | ие ЕН: 01) 


1.3. Е Еьатьить. а 
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и: 


ЕЕ И И» о 


1, 
Очевидно, уче ‘есть разстояне тачки №, сть пен- 
тра инерцёи (начала координат); обозначииъ его черезъ$, ;тог- 


да 


и уравнензя (1") примут видз: 


и ща ® 
т, 2 (м, м: 
бои В м 
быти р. 
3 Вила 2 
РР бт 9 
Сокращея эти уравнен1а на лм. и Обозначая коэффипенть 


ыы ь 
Са ) : 
тать) черезъ =. :, получимз: 


(9) 


Поступая совершепно подобнымь зе образом съ уравненёями 


(2), т е. подставляя въ нихъ выфсто косрдинатъ точки Я, 
выражен1я изъ уравненай (8") черезь координаты точки $ 


и 
и 
м 0 6х 
обозначая зат®ыъ разстоян+е 5, точки м стъ рентра 


инерш]и (начала ксординатъ) черезъ в.’ получиие: 


ИХЪ 


вен 
ещеты р $7 


я. т. 
#_ Елмале 
пох ле, 


апт о 


‚блум 3. 


тиое- А га ‚ 


сткуда, вводя обозначел1е 


пиземъ: 


: о р о - 
а — 


Полученныя нами уравноная (9) и (40), показынаюяъ, что точ- 
ки ий и &, совержаютъ отвосительно ихъ цектра инерцфи тав1я 
двизев1я, какзя совершаютъ дв точки, притяринаемыя къ непод- 


вижному изчалу координатз: первая сизою: 


вторая силою: 


Такимъ образомъ, наша аздача свелась къ двумъ задачамъь - 
каждая о двихен\и одной точка, гритагиваемой къ неподвиЕному 
пентру по закову Ньютоза; а оту задачу ин уже подробво изсл&- 
донали въ курс Кинетики точви. 

Пользуясь интеграломъ живой овлы и инзегралоиь площадей, 
мы тамъ нашли, что движен:е зочкя, призягинаемой по аакову 
Ньютона, совершается по ковическому сйчен1х. 

Изъ всего выивизложеннаго можемъ сдёлазь ся%дующее заклю- 
чен\е: при движен1и двухт точекъ,  взанмнопритяРинающихся по 
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закоку Ньютона, пентръ инери!и ихъ движется прямолинейно и 
равкомёрно, - въ частномъ случаз остается въ воко%, а кеждая 
точка описнваеть около пен?ра инерпфи коническое сёчен:е та- 
кимъ же образом, какъ если бы пентръ инерии быль неподви- 
жень и притагиналъ точку по закону Ньктона. 

Такимъ образомъ, въ вивеупомявутомъ случав системы, соста- 
ящей изъ земли и солнца, какъ земля, такъ и солние описывають 
эллинсы вокругъ ихъ пентра инери1и, принимая во вниман1е, что 
масаа солниа въ 327.000 разъ ‘боязе иассь земли, а среднее раз- 
стоян1е земли стъ солнца равно 149 х 10° километровъ, ив най- 
демъ, что пентръ иверифи системы будетъ отстоять сть пентра 
солнца всего на 460 килои. ; поэтому разиёры эллинтической ор- 
биты солнна столь малы по сравнен1в съ разиёрами элливтиче - 
ской орбиты земли, что во иногихъ случаяхъ цы можемъ ‘считать 
солние неподвиянних 

Разсиотр®нная нами задача представляется и тогда, когда мы 
опредёлязыъ движен1я земли и луны подъ влуявземъ ихъ взаии- 
наго притяжен!я, масса земли только въ 81 разъ боле массы 
луны и ихь вазииное разстоян1е изыБняется стъ 407.000 до 


357.000 километровъ, > 


ГЛАВА ИЕ. 


АВЯВЕНТЕ СЯСТЕНЫ НБСБОБОДЕЕХЬ КАТЕРТАЛЬНИХЬ ТОЧЕНЪ. 


$ 1. Линемапическ4я связи; условзя дая ‘скорости и ускофензя. 


Мы видфли, чт0 система“. несвободныхь матерЕальньхь за- 
чекъ подчивена, по крайней мфр&, одной кинематической связи 
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вырахаемой уравненфемъ вида: к 
С ВЫ ль. А 

Такихъ кинематическихт связей система иожетъ имёть вообще 
‹, причемь К < Эм *). 

Число ди $ называется числомъ степеней свободы системы; 
такъ, напримёръ, свободное твердое т%ло имфетъ шесиь степеней 
свободв: Эщ- (З,-6)= 6 чвердое т%ло, одна точка кстораго не- 
подвижна, имзетъ три степени свободн; твердое т&ло, имжющее 
неподвижную ось, обладаетъ только одной степенью свобод» 

Суцествованзе кинематической связи влечетъ за собою дна 
условфя: одному должны удовлетворять скоросши, а другому ус- 
корфеная точекъ систеив. 

Чтобы вывести эти услов1я, замётимъ, что когда мы въ ура- 
внен1с (1) кинематической связи подставимъ выёсто координатъ 
тачекъ ихъ выражен1я въ функц1яхь времени, то это уравненае 
должно обратиться въ тождество, а если функц1я тождественно 
равна нулю, то и всё ея производныя по времени равны нулю: . 

| 
Я , й 0. ит.д. 
Раскрыная первую производную, получимь условфе, которому 


должны удовлетворять проекц1и скоростей тачекъ системв: 


) | %. О ‚. ‚ 
Фон м а т «Зи-о, 
та. 


или 
ма р, .. де 


ый Нътъ неооходимости въ тоиъ, чтобы всъ 3 координатъ 


входили въ кахдое изъ р уравнен1й связей; возможна, напри- 
ипръ, что координата Х, входить только въ одно изъ этихъ ура- 
внен4й: нькоторыл координаты мозутъ не входить чи въ одно изъ 
уравнензй связей. 
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ВЕ 1 - 4,8, 3, од. 

Раскрыная вторую производную ф, получимъ условфв, ко- 
зорому должен удовлетзорять проекифи ускоренфй точекъ систе- 
МЕ 


Нк ас нь 


р 5х, 9 Эх^ 
или 
у. р ‚ 9} 
Уи Зорь ВИА, 
. (4) 
ВДВ ата, 7; до | обозначаетъ савокупиость о6- 
тальныхь членовъ выражен1я второй производной: "х есть 


функцуя второй степеня относительно проекп1й скоростей точекъ 
(2) 

систеиы; символически функ я | уожетъ быть представлена 

ВЪ ВИДЁ: 


и . 
[а ча я. 5 9 ам 1 , 


если условиться, что посл» возвышензя пъ квадратъ и умножевя 
на „99 будетъ обозначать вторую частную производную отъ 
функц и 1 : 

Всли система подчинена | кинематическимь связямъ, то бу- 
дуть существовать |3 условзй вида (2) для проекц1й скоростей 
и | уславзй вида (3) для проекизй ускорен1й точекъ системы. 


$ 2, Обвая уфавнензя движенля. системы несвободныхъ 


маперфальныхъ поченъ. 


Факъ какъ кинеиатическая ‘связь заставлястъ ускореня 19- 
чекъ системы удовлетворять ивкоторому услав1ю, то она должна 
оказывать на кахдую точку системы нёкоторую силу, назнваемую 
фвакцйвй связи. у р 

Въ самомъ дёлё, ускорен!я точекъ систвив зависять отъ дёй- 
ствующихь силъ, но задаваемыя силн, приложевныя къ точкаиъ, 
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могуть быть ‘так!1я, что при дёйств1и ихъ однёхъ ускорэн1я, оп- 
редёляемыя изъ уравнен1й (^) стр.229, не будуть  удавлетва- 
рять услов1ю (3), а въ такомъ случа необходимо допустить су- 
ществованзе со стороны кинематической связи силь  (реакц1й), 
при дёйств1и которыхь, въ совокупности съ задаваемьми силами, 
точки системы получаютъ ускоренйя, удовлетворяющЕя услав1ю 
(3). 

Если иивется | кинематическихь связей, то въ каждой точ- 
к% системы, кром® задаваемыхь силъ, приложены еще р реакпай 
этихъ связей. 

Присоединяя къ даннымь силамь реакц1н связей, мн иожемъ 
разсиатривать каждую точку системы, какъ свободную, и примЁ- 
НяТь къ каждой изъ нихъ основнья начала кинетики. 

Обозначимъ курсивной буквой $. равнодёйствующую данныхъ 
силь, приложенныхь къ точк® 4+, и раакп1й всёхь связей на 
точку &, ‚‚ а проекцфи этой равнодъйствующей курсивными буква- 
ми: ров й. , %. ‚; тогда для каждой изъ точекъ системы мо- 
жемъ нанисать три дифференцуальныя уравнен1я движен1я вида»): 


милы = 85; > 


ми У, еек ры 
в -%, 
Приданая указателю ^ посл&данательно значен1я 1, @, 3, 
м, , нолучимъ 9, дифференпкальныхь уравнев1й движенйя си- 
стемы несвободныхъ матерфальныхь точекъ, 


*) Вводим курсивныя оукам для тозо, чтооы равнодьйствую- 
щую данныхъ силъ и реакцзй, приложенныхь къ мочит „1; ясно от- 
личить ошъ равнодъйствующей одньхъ данныхъ силъ, приложенных 
къ этой почки. 
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$ 3. "Розможныя. перемпщен1я" или "виртуалъния. отнлоненфя" 


точенъ системи. 


Въ кинетик& точки мн различали поверхности зладкля. (безъ 
трен1я) и поверхности незладная. (съ тревфемъ); подобньиъ же 
образомъ и ‚въ кинетик& системы ‘точекъ мы мохемъ раздёлить свя- 
зи на-два класаа: связи идеальныя. и связи съ ирен1ем. 

Чтобы установить различзе между связями этихъ двухъ клас- 
-вовъ ‘введемъ новое понят1е о "возхокныхе перемпценйяхч" или 
"вифтуальныхь отклоненяхъ" точекъ сисземы : 

"Возиожное перентщенфе" или "виртуальное отнлоненфе" сво- 
бобной матергальной точки Фсть всяк1й безконечно ‘малый векторъ, 
представляющ1й безконечно малое отклонен1е ‘точки отъ положензя, 
ею. занимаемаго. : 

"Возможное пефемтщенав" точки т ‚4 ), будешь обо- 

значать черезъ 95 :, ‘а проекции 
его на координатныя-оси черезъ $, 


№ _ р Ш Я $% (черт.75).Въ случа сво- 


бодной точки безконечно иглыя вё- 


И % личина: 6х:, “ ‚5%, произ- 
/ 3 ‘вольны. : 
ГА Я Если хе тачка находится на 


поверхности ель О (черт. 
Чертвхъ 75. 78),то "возможным® перемпцен1емт" 
мы наэннаемъ такое безконечно малое перемёщензе, проекцзи ко- 


тораго удовлетворяютъ уравнен1: 


91. - =. 0. 


"ТЯОРКТИЧИСКАЯ МЕХАНИКА" Ч 171 Проф Н. В НЕЧЕРСКТЙ 4.18 
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Раздёляя 06% части этого уравнен1я на 
д}-+ (+ ро ы 


и замфчая, что соз11из' в угловъ, образуемыхъ нормалью № въ 
поверхности съ осями косрдинат%, равны: 

3) 9 & 

вая 

7 27 2 
6х. ес5(% 3) +69. <2ё(№3) +6 (№ я) -0° 


сткуда слздуетъ, что 


нолузнит: 


$5. соь(бь,2)=0 , 
5 1Х. 


Факимъ образомъ "возмолное пвремпцен1е" ‘точки, находящей- 


т.е., что 


ся на поверхности, есть всякое 
безконечно - малое отклонен1е 
стъ положен1я, ею занимаемаго, 
въ касательной плоскости. 
Когда точна находится на 
кривой лин1и, уравнен1я козо- 


рой: 
елью) = 0 ‚ 
физелья- 0 5 
Чертехл 76. о "возможнымт переипщенфемь" 


зочки иа назынаеиъ такое безконечна-иалое перемёщен1е, проек- 


ц1и котораго удовлетворяютъ двумъ уравненуямые: 


ЗА бо Зы - 6, 
8 рвы +. $==0. } 
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Эти дна уравнен1я ‘выражають, что "возиожное первмпщене" 
должно составлать прямые углы съ нориалями къ об%ииъ поверх- 
ностямъ, ‘онредёляющимь кривую; слёдовательно, "возможное пе- 
рем®щенз@" тачки, находящейся на‘кризой, есть всякое безко- 
нечно малое отклонензе отъ положен:я, ею занимаемаго, по ка- 
сательной къ иривой (черз.77). 

Очевидно, что перемёщензе $5 стачки, находящейся на по- 
‘верхности или на кривой, строго говоря, несесть возможное пв- 
ремфщен1е*), поэтому 55 часто назнваютъ иначе; "вирпуальнымъ 
отклоненфем»" тачки; но погр®шноств, 
которую иы дфлаемъ, ‘считая это пв- 


ремёщен1е возиожнымь, будетъ безко- 


нечно малою величиною не ниже вта- 


рого порядка. 
Чертшехъ 77. Пусть имбемь систему точекъ, 
<вязанныхь кинематическою связью: 


а В ни, 0 
Обозначимъ безконечно малья переифщен1я: точки д, черезъ 55; 
его проекцёи `черезъ $ 2 Оу , 9%), -- очки М№ черезь 55, 
и его проекции черезъ =, » ча , а И. Де; наконець, 
точки Д, лерезъ 55 и его проекцфи черезъ 8, т, о, $. - 
Въ томъ случа, корда точки системы свободны, каковы бы 


ни были эти безконечно-мальа перемфщен1я, чн называемъ ихъ 


*) Въ олучав поверхности мы инъемъ: 


Уве - {бов 
У 74 97 
р об виду т я 4ибх ча + пены ибо 


указанные члени и вирахающъ величину тозо норуменуя данной 
связи, козорымъ мы пренворетаемъ, разсжатривая возмохнове пе- 
Ремищен{в мочни, находнщейся на поверхности, 
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"возможными перемпценаями" или "вифтуальными отнлонен4яни". 
Если ‘хе система несвободна, именно подчинена одной киземати- 
ческой связи: 


ивы Чиа м, Чи Ти, = 0 й 
ло перемёщензя: 5, +, 
ь ит: р 
Ъ вн" бу... нь 
& в. мы назынаемъ "вознох- 


о ^^. 
= ы ными перемпценаями"или 
р "вифпуальныхи отклоне- 
4 


а - : >, н1ями" зочекъ системы 
и тогда, когда проекцйи 
ых этихь перемёщен1й удо- 
Чоертвхъ 78. влетворяють уравнен1ю: 


Вы а ый 5 ео 5х ., =} 50 


`иЯИ зы 


ен во о о 


Для принпра возьмемъ систему, состоящую изъ двухъ тачекъ 
% и Л, ‚ связанныхъ стержнемъ длины | (чер?.78). Уравние- 
ве кинематической связи: 
“4 
(«= са а 0 
Проеки1и "возможныхь пефеипщенай" ‘точен и Л., ‚ согла- 


сно уравнен1ю (4). должины удовлетворять упавнен1ю: 
веко ов о чытуй 4$ аб; (4') 
откуда: 
Сор обе е буля ео 4.81 
Раздёлииъ 06% части этого равенства на $ и 
Такъ накъ иножители 
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ры, в, ВЮ, 
равны соз1пиаз' амъ угловъ, которые прямая й 1, составляеть съ 


осями координатъ, ‘то изъ уравнен1я (4 ) имземз: 
О 


Чакимъ образомъ въ разсматриваемоиъ случа® "возможния пв- 
Феипщеная" ‘точекъ д, и %, будуть воявзя `безконечно ;- малыя 
перем цен1я, проекц1и каторыхъ на напиавленфе стержня равны 
между .собок. 

Вели въ системв существуетъ не одна кинематическая связь, 
8 нисколько, то каждая изъ нихъ даетъ для проекпёй возиохныхъ 
пвремпщенуй точекъ системы услов1е вида (4) *). 

Совокупность "возмолныхь перемпщенй" ‘или "виртуальныхь 
отклонен1й" тачекъ системы образуеть "возможное первипщенфе" 
или "виртуальное отклоненфе" самой ‘систеци. 

"Возможнымь перемьцен4ен%" или. "виртуальным ‘отклонензеиъ" 
свободназо твердаго т%ла, которое мины разсматриваемь, какъ не- 
изы&няемую ‘систему матерцальныхъ ‘точекъ, будетъ ‘всякое безка- 
нечно малое стклонен1е т%ла отъ положен1я, имъ’занимаемаго. 

Ебли твердое т%ло имфетъ неподвижную точку, тогда "воз-. 
можным® перемпценфемъ" будетъ поворотъ на безконечно малый 
угол$, вокруг любой оси, проходящей черезъ неподвижную точ- 
ку. з 

Если 1% ло имзетъ неподвижную ось, ‘тогда "возможное пефе- 
изщене" будетъ поворстъ на безконечно мальй уголъ ‘вокруть 
атой оси. 


*): Уравнене (4) для провж4, возможныхь перемпщев4й имт- 
вяъ льсто и ‘позфа, казда уравнен1е связи 1-0 содержитъ : вре- 
ия Ф яеншиъ ооразомь 


- 246 - 


$ 4. Идеальния сензи и связи съ пренфем. 


Составим выражено для суммы работ феокцёй связи (1) на 
"возмохномъ переизизн1и" системы. 
Обозначимь реакц:и, оказвнаемыя кинематическою двязью на 


тачки 4, 5 д, анна „\, `, ‘соств®тственно черезз: 


2” 9) [< 
а 9, 


2 


а проекц1и ихз: 
г } 5-78 (9 @ 
Я 
Элементарная работа раакщи , связи на ‘Ивозможномъ пв- 
ремфщен1и" точки А, выразится такз: 
; ы ь $ 
Х&-у% р 7х. $ ео 55) , 
а сумма работ® разкц1й на возиожномъ перемфщенаи системы бу- 
детз: 


м : ы Ам р 
ХУ" к) = х 345%, ео 5(‹ р, ЕК: (5) 
г. е 


Опредълен1в. 

Связь называется идвальною, когда сумма работъ ея реаки1й 
ва всякихь "возможныхь переизщен1яхъ" -точекъ сисземы равна. ну- 
лю, въ противномъ случай связь называется связью съ прен4елъ. 

Воспользузися опредёленйемъ идеальной связи для получен1я 
проекций зя Беакц1й на различныя точки системв. р 

Для идеальной связи, согласно опредфлен1ю, ииземъ изъ ура- 
внеи1я (5): 


Уве убит 8) 56. О 
я 


Проекц:и возиожныхь перемзщен1й при существован1и связи: 


альт, и ие С 
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‘должны удовлетворять уравнен1ю (4): 


Зе о. $ "15 6. 


Уинохимъ об% части этого уравненйя на нёкоторьй мнохитель 
А ,‚ кохорьй пока остается неопредёленньит: 


евро р р 


Вычитая уравнене (7) изъ уравнен1я (6), находим: 
У 3 о 92 а. 
Их Нан аа) 5-0. (8) 


Изъ и, проекций возможивхъ переифщен1й КЕ т, $, °, 5% р 
$=,', а . 5%. Е .ба, 2 :, И» 64 $3 „„’ ‘В силу уравненфя 
(4), одна, напримёръ, бт. : :, есть функнфя остальныхъ, которниъ 
иожемъ данать произвольныя безконечно малья значевая ”). Да- 
Димъ и такое значен{в, чтобы въ уравнензн (8) множитель при 
бхи, равнялся нулю: 


а.о, 


5.е. полохжиив: 


даа. 
79 
95 
тогда у насъ останется 


а ору) бу Ыо® 


ный) Предполатается, что координаша Х, входить въ уравие- 
нзе (1); еслы ды ур-4е (1) не содержало т, |, мы взяли ош 
зависимую проекц1ю одну изъ величинъ 9, р 1. 44. Ра для 
которой соотвпиствующая координата входила оы въ ве (1). 
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Тавкъ какъ Зе, 5. бб, ‚5%, а ка о. 
‘величинн произвольныя, то, чтобв удовлетворялось  уравнене 
68’), коэффиц1енты передъ ними должны быть равны нулю. 

„Въ самомъ дёлё, полохимъ 5“ ве ‘равно. нулю»га всё осчаль- 
ния 54, о а, Г 9 равны нулю, ‘тогда получим®: 


(У . м 


и, ‘сл®довательно, ‘должно бызь: 


у. 9; 


воложимъ затёмъ $. не равно нули, га $ би." ..- бя, = 9 


найдем: 


20-0 ит.д. 


Такимъ образомъ получаемъ ‹слёдующтя выражензя для проек- 
11 реакп1й идеальной связи: фару 4.) ='0 5: 


94%, и ВО 


ВАА 8; А 

Мы нашли такимъ образомъ, что вс проекцйи реаки!й зныра- 
жаются частныии производными отъ выражен1я ‘связи по ‘соотвёт- 
ствующимь координатамь, умноженными на одинъ-и тотъ же множи- 
тель. 

Найдя выражен1я проекц1й реакп1й, можемъ написать дифёе- 
фенутальныя уфавнензя. движензя. системы, подчиненной одной иде- 
альъной связи, выражаемой уравненземъ (1) 
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ЕТ: о 
уу на, сот... 


гАВл- 1,8, 3 


`Очевидно, если какая либо координата, наприм%ръ, уй ‚ ие 
входить въ уравненфе связи, :Ф0 соотвтствующ1й члень не вой- 
детъ въ уравнен1в (10): ха = 0. 

Зи уравненай (10) и Е (1) послужатъ намъ для яё- 
хожден1я (3-\,+ 1) веизвёстныхь; 3^\, координатъ и множителя л 


Всли система подчинена не одной, га В (К <) идваль - 
нымъ связям 


Ио «зо Жа»-----.--- к.) 0 ) 


фол ть ыы ту) 0, ны О 


<=, У... 3 4ыя,) -0 Й 
зогда каждая идеальная свазь оказниаеть насточки ‘системы рв- 
акцфи, проекцфи которыхъ ‚выражаются по формуламъ (9), причемъ 
множитель \ для различныхь авязей нифетз, вообще говоря, фоз-. 
нья значен1я: ),),,..... Х 


Поэтому дифференуфальныя уравнензя. движенля. точекъ несво- 
бодной системы въ общемъ случаев будутъ 37\, уравненай: 


с ть 
ть У А+ Я я , (ая) 
лыж = 14 м ть А, 

В - 1, 2,3... лу; - 


3”, уравнен1й (12) ‘выфот® съ р уравненйями (11)  послу- 
жать намъ, для нахожден1я (З\+ к ) неизвзстныхь: 37, коорди- 


нать и | множителей Алан 


0644й методъ для интезфированя уравнен1й (12) ‘состоитъ 
въ слёдующеиз: исключаемъ изъ уравнев1и (12) множители Х, , 
Аи № ‚ въ полученнья такииъ образомъ Зм, - | уравниен1й 
вито | какихъ либо координатъ подставляемъ 18 ихъ выраже - 
нзя черезъь остальныя 3 -& координать, которыя найдемь изъ 
уравнен1й (11); такимъ образомъ получавиъ Эм - к ‘дифферея- 
пфальныхь уравнен1й второго порядка съ 3./,- | неизв стнями 
координатами; для зтихь уравненАй находниь 6м,- 2% интегра- 
ловъ, которые будутъ содержать 6м- 2 постоянныхь  произ- 
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‘вольных; ‘для опредёлен1ясихъ должив быть известны начальныя 
положеня. и начальныя. скофости точекъ системи, +.6, положен!я 
и скорости точекъ въ нёкоторьй момевть 1 - 1 , иричемъ обык- 
навенно. полараютъ $: .; вайдя-изъ этихъ интеграловь Эм, - № 
координать, какъ функц®и сть времени, остальныя ы коорди- 
нать найдемъ уже простой подстановкой ‘въ имфющфяся для нихь 
выражен! я. 

Замвтииъ, что, если система Бодо № связямъ, то мы 
мохемъ задать произвольно для момевта й. только Зи - | ка- 
ординат, остальныя й координать кайдутся изъ суравненай 
(11), отнесеннихь къ моменту 4, ‚; тавхе и ‘для ‘скоростей ‘въ 
моментъ $ иохжеиъ задать произвольно только 3./(,- | проек- 
ЦИ, ‹а остальныя р проекц1Й скоростей найдутся ‘изъ $ ура- 
внен1й вида-(2), выражаюциь условя для ‘скоростей, :- таняе 
стнесенныхь въ моменту 1, 

Когда координаты тачекъ системы будуть найдены, какъ функ- 
{Зи времени, ин можемъ найти значенфя множителей №. А, .х* 

съ помощью какихъ либо к уравнен1й изъ т уравнен1й 
(12), подетавивии въ нихъ выёото координатъ извзстныя фувкц1и 
времени, а чатзыъ уже легко опредфлить величину и наиравлен1е 
раакцфи каждой связи на каждую точку. 

Какъ примпр»ъ ‘идеальныхъ связей, разсмотримъ стерженв, сое- 
диняющай дв» точки И и А, б 
Реакц}и стержня 9. й $. равны 
и противоположных проекц}и воз- 


у 1 
можныхь перем\щенай ДА и 
1 


4, на направлензе стержня 
разны между ‘собою (черз. 79); 


Чержвхъ 79. 4%-Ла, . 


поэтому, сумма рабозъ реакнАй равна нулю: 
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А-З -0. 


Здась $ и ой иызитъ противополохные знаки. 


Бы связи: 
- т (- ри 2-0: 
слёдонательно, проекцфи реакц1й выразятся формулами: 
`® 24. (2-2%), 
у* 22.(4-,) ) 
7 аа.) ; 


м и. 
Х:- в. ®), 
го 
у =-21.(4-4,) , 

@ - 
7-х») 

Такичъ образомъ, дифференилальнья уравнен1я -движен1я свъ 
‚вертикальной плоскости двух пяжвлых» почекъ, ‹связанныхъ стер- 
хнель, ‘воли вертикальную плоскоств, въ которой происходить 
движенза, принять за плоскость 0 и ось 0 направить по 
вертикали вверхъ (чер?.80), будутз: 

ли = 24.6%, , 


а пе, 


виа =. (х,-5) › 
«Я 


ый у мы т = *А.- %) 


0-———— Свободное твердое 1810 мы разсиа- 


зриваемъ, какъ систему  матерфальныхь 

Чертехъ 80. точекз, соединенныхъ стержиями, слёда- 

вательно, ‚свободное твердое т8ло представляетъ ‚систему, под- 
чиненную идесльныхх связямз. 

ЗамВтииъ, что натянутая нить, связывающая дв матерхаль- 


ныя точки, такъ же, какъ и стержень, представляетъ примёръ 
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идвальной связи. 

Въ томъ случа, когда всё кинематичесиутя связи или только 
нёкоторыя изъ нихъ не будуть идеальными, въ правыя части диф- 
ференцхальныхь уравнен1й (12) ин должны ввести проекц!и силъ 
трентя, соствётствующихь неидеальнымиъ связяи$. 


$8. Уравнен{я равновьо1я системы иотерфальныхь ‘точен$. 


Уравнен1я равновьстя. получаются изъ ‘ураввен1й движевая, 
«если положить ускорен+я точекъ равинии нулю. Такимъ образоиъ, 
уравнен1я ‘равновёо1я системы свободных точекз, на оснонанйи 
уравневай (4), будуть Эм, уравневай: 


| Кб, УС Ой 
= 5 8. :3,.... 

Изъ этих ‘3, уравнен1й можемъ опредёлить Зм/ координать, 
опред®ляющихь положен1е равновёо1я систеин при давныхь силахф. 
Уравнев!я (12) могутъ иимёть не одну, ‘а нёсколько совокуйна- 
стей вещественныхь корней; каждой такой совокупности соствёт- 
ствуетъ положен1е ‘равновё01я система; въ этомъ случав система 
при дёйств1и ‘давныхъ силъ ‘можеть занимать любое изъ  найден-. 
ныхь положен1й. 

Если система подчинена кинемотическимъ связямъ;логда ура- 
внен1я равновёо1я ея, на основан?и уравнен1й ($ }, предатавят- 
ся, вообще ‘говоря, въ .вид8 

Х.-0, 4. -0, %,-0, 
Ал, = %:9,: 35.23. М. 

Воли система подчинена и идеальных» связямъ, выражае- 
ивыъ уревнен1яии (11), то ураввев1я равнов%о1я ея, на оснона- 
наи уравнений (12), будутъ вида: 
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Хах А о. 


:. К, 
“ 
кф И 
т ® а. 
у 2,3... м. 


Изъ этихъ 3, уравнен1й и А уравнек1Н связей, при ‘дан- 
ныхъ силахь мы можемь найти 3^м, в неизв стныхз: Зи, коорди- 
натъ ‘точекъ ‘системы зъ положен{и равнов8о1я и \ иножителей: 
Ал А, ъ бас Аз зая величины этихъ иножителей, легко 
уже спредёлить реазкцйи, ‘кофорыя оказываютъ связи на точки, си- 


стемы-въ положени равновз соя. 


РЛАВА ТУ. 
НАЧАЛО БОЗИОЖНИХЬ ПЕРВИЗАЕНТЯ И НАЧАЛО Д АЛАИБЕРА. 


$ 1. Рачало возможных» перемпщенцй для. случая равновво1Я. 


Возиожнымь первипщенемъ или виртуальнымь отклонен$емь од- 
ной точки или системы точекъ мы назнвали въ предыдущей главё 
‘(въ $ 3) такое безконечно малое перемёщев1е, которое не нару- 
шаетъ данныхь связей, если ве принимать во ‘вниман1е нарушен1й 
безконечно малнхъ второго и высших порядков+- 

„Воспользуемся этииъ понят1емъ прежде всего для того, чта- 


бы'всв уравненфя равнов8о1я-въ каждомъ случав замёнить одниме 


руавносильнныъ ииъ уравнением. 
Разомотримъ -сначала:случай одной моайертальной почки. 
Уравненя равнавёс1я свободной матергальной точки прэд- 


ставляются въ вид8: 


о. ЕО 
Уравнен:я равновёс1я ‘точки, находящейся на поверхности 
6.4.1) -0 : 
будутз: 
хоз =0 г 
У И 
7-4 =0 
гаё \= 


`Уравнен1я  равновёо1я ‘точки, находящейся ка вривой 
их, я) и, 
уе, -0 
будут: 


ха ы, 
У -0 а аи 


а 


но, 
р7.6 \- у и А, - ы 

Въ уравиен1яхь (1), (2) и (3) черезь Х. К А 
значены проекпзи равводёйствующей заданаемнхь.силь,; включая въ 
чнсло-ихЪ и`силу трен1я, если она существуетъ, ® :, $. ъ 9. = 
реаки1и соотвётствующихь поверхностей. 


Вудемъ обозначать возможное переиёщен1е тачки, какъ ‘и въ 
главё 1, $ 3, черезъ 55 ‚ его проекцфи на координатныя оси 
черезъ 5%, $ , 5 . 

Мы знаемъ, что въ случаё свободной мазтершальвой точки вс® 
эти проеки:и произвольни, ‘когда точна находится на поверхиа- 
сти, возможное переизщен1е 55 лежитъ зъ касательной плоска- 
сти, и проекц{и ‘его удовлетворяютъ. уравнен1ю 


хо : 
нае би-о; Е 5 пои .(4) 


когда же точка находится на кривой, то возможное переицея1е 
нанравлено по касательной къ кривой, ‘и проекц$и сего удовае- 
творяютъ уравнен1ямз: 


, 
: , ро оО 
А } 
9 у 9х 


Уиножимъ уравнен!я равновёо{я точки маждой изъ системъ 
(1), (2) и (3}: первое на $х.`, второе на 5% -, третье на 5+ 
и слохимь, тогда мы получимь какъ для точки свободной, такъ и 
для точки несвободной въ силу уравнен!я (4) и уравненай (5), 
одно и то же уравнензе: 


Хх» У.54 +7. 84-0 а И) 


Изв ство, что трехчлень, стоящ1й въ лёвой части уравнен1я 
(6), равенъь произведен1ю: 


2..5 (2,55) 


и вырамаеть работу равнодёйствующей данньхь силЪ, приложен- 
ныхъ къ точкз, на безконечно иаломъ переифщензи ея изъ пола- 
женя равнавьс1я. 

Уравнен4е (6) вьражаетъ начало возможных пефемпцен1й изъ 


положен» равновас1я для одной точки: 


—857' = 


Работа равнодьйсивующей данныхь силъ (включая и силу 
пфензя), приложенных къ точки, на всякомъ возможноиъ 
пефенпщенфи почки изъ положеня Бавновпозя равна нули. 
Уравиензе (6) мы получили изъ уравнен1й равновзозя, но иож- 
но, обратва, изъ уравненай (6) получить уравнен1я равновёс1я 
[съ помощью уравненай (4) и (5)]. 
Въ случаё свободной точки проекшфи возможнаго перемёцевая 
=. 54 ‚ 9% произвольнв; положииз: 5х. не равно нулю, са 
$4 51-0 :‚, тогда изъ уравнев1й (6) слздуетз: 
О: 

положимз: в не нуль, а бх-.0=- 0, получаемъ: 
ое 

наконепь, полагая: 0% ине нуль, а 5х-6у-0, находимз: 
0: 

такииъ образомъ, изъ уравнен1й (6) вытекаюте, какъ необходи- 

ое слёдств1е, три уравненая (1) равнов®о1я свободной тачки: 

+0, У-0 90-0. 
Вь томЪъ случаё, когда точка находится на поверхности, ум- 


вожая уравненфе (4) на неопредёленный пока иножитель Л и скла- 


дьвая съ уравненземъ (6), получииъ: 


Соль зря 5-0 =) 


Въ силу уравнен1я (4) одне изъ проекцзй 6х, р 5 , 5+ 
выражается черезъ двё остальныя, напримёрь, 0х черезь Эх и 
бу ‚ которыя остаются произвольнвыйи, дадимъ Л такое значве- 
н1е, чтобы множитель при 9% в уравнен:и (”) быль равенъ 
`вулю: 


"ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ НЕХАНИКА". `Ч.ТТ, Проф. В. В. ИВНЕРСК1Й.- 4. 17. 


Полагая за7%и5: 0х. ве пуль, а 3-0, получаем: 


| 
(:1.92-0. 
Ха 0 е 
хаконевъ, полагая 5 ве нуль, находимз: 


3} 
ИЯ: 


Мы получим», такгыт образомъ, уравневзя (2), какъ необха- ^ 


димое слёдствзе уравнен:й (6) а (4). 
Всли точка находится на кривой, умкожаеиъ пертое‘изъ ура- 


вненёй (5) на А. второе на А; причемъ л, и Л. величины 


® 
пома неопредёленяья, складывгемъ съ уразнен1лик (8), получа- 


сена Аврора 50 (“°) 


В+ силу уравнензй (5) двё изъ проеквай. 6х „ 5. .5% вы- 
ражаются черезъ третьи, наприм8ръ, 5 Е б% зерезъ 6х „ ка- 
торая остается произвольном; дадим Л, к А; так1я значенля, 
чтобы иножители при 54 и 9% въ уравнен1и (**) равнялись 
нулю 

г. 1.9 9. 
УАННЫЙ 0, 
"2+ д аА .0; 


тогда и множитель при 9х дожент равняться вулв: 


хо 2% 0. 


Мы получимъ изт уравнен1й (6) и уравневай (5) уравненя 


(8). ° 


обойный 
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Изъ всего сказаннаго иожемъ сдёлать слёдунщее закличенае: 
уравкене (6) равносильно каждой изъ оистемъ (1), (2) и (3) 
уравнен1й равнов%с1я матерфальной точки. Оно выражает нвоб- 

‚ ходимов и достатачнов условзе равновёе1я точки, если принять 
‘во `вниман16: произвольвость проеки1й возмохнего перемфщеня 
въ случаз ‘свободной точки, уравиене (4), :-- когда точка нала- 
дится на поверхвссти, и уравнен!я (5) :- когда точка находится 
на кривой. 

'Верейдемъь къ сисивип изтерфальвыхь точек. 

Въ $ 5 главы 111 были выведены уфовнензя роавновлофя, какъ 


`въ случа системы свободныхъ иатеркальвыхь точекз: 


№28, 0.720 и: 45:6) 
(1.-1, 2, 3,.....м ), ташъ и въ случав системы #6с60бод- 


ныхъ иазерфальныхь точекз, подчиненной & (<) идвальнымъ 


СВЯЗЯМ: 
Чень хь оч) +0, 
4-0, ...&=0, 
3 ААА идЕ-о, 
же АО, ооочезд на 
ПНА + +24 -0 
2... 


Если связи не идеальныя, ‘то проекцфи силъ ‘зренёя долж:ы 
бить ‘включены въ первве члены этихъ уравнений. 
Е 'Знаемъ, 310 вЪ случа$ системы свободныхь мазерфальныхе т0- 
зекъ проекции возможныхет перемёщен:й точекъ системе бл, 8, 


о: 5. ‚5%,„, продавольни, ‘а въ ‘случав 
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системы несвободных ‘иатеральвыхь точекъ, подчиненной $ въ- 
шеуказавиыиь связям, проекифи эти должны удовлетворять (* ура- 
внен1ямъ: 


ре ба я бро, 


бели Е: (9) 


#9) 


вы + уч вы 0. 


Умноживь уравнензя равковёс4я системн, ‘именно  уравнензя 
(7), когда система свободна, уравнен!я (8), когда система нв- 
свободна, соотвётственно на 6х. 1, у, 6%. ‚ складьваеиъ ихъ 
для всёхь значенай ^-1, 2, 3,..... ; принимая при этомъ 
во вниман{е, въ случаё несвободкой система, уравнен1я (9), 
получаеиъ какъ для свободной, ‘такъ и для несвободной системы 
одно и то же уравнен1е: 


К Зуб, дубли, -0. 


или короче: 


У де Уд +58 )=0.. „82000 
с: 4 * 


Уравнен1е (10) выражаеть начало возиожныхь перемпценай изъ 
положензя. равновио4я. системы матвффальныхе почекъ: 

Сумма фаботъ данныхъ силъ (и силъ тренфя), приложенныхъ 
#ъ почкамъ системы, на всянихъ возиожныхъ пефвипщенаяхь 
системы изъ положензя равховпофя равна нули. 

Уравнензе (10) мы вывели изъ уравнен1й равнов%о1я.Обратно, 
принимая во вниманзе произвольность проекп1й возможныхь пере- 
иёщензй въ случа® систеин свободныхь точекъ, мы выведемъь ура- 
внев1е.равновзо1я (7) изъ уравнен1я (10), ‘а въ случа системы 


несвободныхь точекъ, примВняя способъ неопредзленныхь ивожите- 


а 


ани — ыьнад. оч 


зав - 


лей, подобно тому, какъ мы дёлали выше въ случай одной зачки, 
получимь уравнензя раввовёстя (8) изъ уравиензя (10) съ пома- 
щью уравневай (9). 

Такииъ образомъ, уравневфе (10) равносильно или систем 
уравневай (7) или сисзтеиё уравневай (8) и выражаеть  уславёе, 
необходимое и достаточное для равновёофя системи. 


Ириипръ. Найти услов1е, при которомъ будетъ находиться въ 
равнов8 офи тяжелая нить однородной плотности, помёщенная на 


двухъ прямых, составляющихь уголъ въ вертикальной плоскости. 


Чертехъ` 81. 

Пусть < и ы (чер?.81) будутъ угла, которые данння пря- 
мыя составляютъ съ горизовтомъ. 

Обозначимъ возможное перем®щенае нити, напримёръ,  влёво, 
черезъ / ; ту же величиву будетъ имзть соотвётствующее пере- 
изщен1е каждой точки нити. 

Возьиемь элементь длины @> части нити 4 . воли й ‚влат- 
ность нити, то масаа этого элемента будетъ ам, а в&съ 3. - 

Работа этой силы на возможномъ перем&нен1и 6 будетъ 


4 3 му 1, а сумма работъ для всёхъ элементовъ части ® 
выразится такъ: 


5. ох 4; бк орзиьк, 8% : 
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'Возьмемъ элементъ длины д» части вити ®(, . Работа ‘его 
‚в%аа на возможном перемёщен1и будетз: 


+454 $ В), 


-$4,4 и" ут $. 
Факимъ образомъ, вся работа ‘в®аа нити на ‘возможном пере- 
мёщензи ея 0 будетз: 


вх 9 (АВ лих - $ уи4о) . 
‘Для равиов®с1я нити необходимо: 
буи) 0. 


Факъ какъ б , ® и 9 не нули, ‘то для равноввзофя необха- 
дима, чтобы: 


4а для всей части 


4%. мумии Зем 
Это услов#е выражаёть, что конць нити № и С, должна ав- 


жать на одной горизонтальной прямой. 


$ 2. Вачело 0д'Аламбера *). 


Начало д’Алаибера позволяеть всякай ‘вонросъ о двнженфи 
‚свести къ вопросу о равновпози. 

Д'’Аламберъ ввелъ новое понят1е о сил® инерцзи. 

‘Силою инефуфи для данной иазер1альной точки назвнаютъ си- 
лу, ‘которая по величин равна произведен1ю массы на ускоренфе 
точки и направлена въ сторону, противоположную этому ускоре- 
и1ю **). 

5 *) 0’А1ешьегь, "Рга14ё де Рупаш1 чае" 1743. 


=) Замвтижъ, цто сила, равная и прямо премивополохная си- 
4т имерц{и, називавлоя двихуцею силою. 


‚ 
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Такииъ образомъ, проеки?и силы инерцёи на координатныя оси 
или ея составаяющая по координативымь осямиъ *) будут: 


тих у м Ч ом 
Извёстиня иамъ дифференцйальныя уравненуя движен1я точки 


можно представить 2$ закомъ вид%: если точка ‘свободна: 


Х- тп. 0, 
У-тий - 0, > - #5504 
"Дия - 0 


р 
Если точка остается из данной поверхности фельй = 


® 


Х- п -0, 
У- у -0, Зет 518) 


‚79 
7 -тпя 2 -0 } 


| + Вели точна паходится на дай Еривой |. (®,у,®)- 0 ь 


в °. 
Х-ю 2-0, 


У- зуд, ры в О 
и- а о, 


%) Сила инерцзи мохетъ ошль разлохена шанхе на фев таня 


| взанино перпендихулярныя составляющуя, изъ хожорышхяь одна - 
Г касательная, равная по величине 8 и направлея- 


ная по касашельной хъ прасктор4и точки въ сиорону прошивопо- 


зохную скоросши; Фрузоя - нормальная ., равная па вв- 
АИ 
личиня 17 1 ‚› 10% $ радфтусъ кривизны траектор4и, и направ- 


ленхая по нормали къ прасктор{и въ сшорону ея выпуклобти. эта 
внорая составляющая, очевидно, весть ‘ценирооткиая сига. 
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Въ лёвьхь частяхь уравнений (11), (12) и (13) мы иибемх 
сумив проекций: задаваемой силн, или равводёйствующей задавае- 
мыхь силь, силы инерши и, въ случав несвободной тачки, раак- 
ий, 

Назовемъ равнод®йствующую задаваемой силы (или задавае- 
иБхъ силъ) и силы инернфи пожерянною силою и обозначимъ бук- 
вою? (черт.82). Очевидно, проекцйи потерянной силы на коор- 


диназиыя оси будутз: г 
3 =Х-мае', 


г -У ту р 

$ -7-тя”. 
Такимъ образомъ, уравненая движен1я 
(11), (12) и (13 могут® быть написаны въ 


1 вид%: 
2-0,3-0, 3-0 2) 
Чертехъ 82. 
Фл -0 ь 
0, ... (48) 


АЛЬ, В > 


Сравнивая уразнен1з (11), (12) и (13 ) съ уравненёями 
равнов®о1я (1), (2) и (3), замёчаемъ, что первыя отличаются 


ОТЪ ПООЛЁДНИХЪ ТОЛЬКО Т%ЫЪ, ЧТО ВЪ НИХЪ ВХОДИТЬ, виЗСто ча- 
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данаемой силн, сила пазерявная. 

Такимъ образомъ, уравневёя (11), (12) и (13) въ каждый 
моментъ могутъ быть разсматриваеин, какъ уравнен1я равновёо1я 
потерянной силы. 

Они выражаютъ начало д’ 4ломбера 6% случав одной почки: 

Пфи движенфи маптеффальной почки въ каждый момент времени 
потерянная сила или равна нулю, вели точка свободна, или ува- 
вновишивается рескцтей поверхности или нфивой, если точка не- 
свободна. 

Васпространииъ ато начало на случай системы изтериальныхь 
тачек». 

Дифферевийальныя уравнен1я движен1я системы точекъ иа- 
гуть быть написаны въ видё 3  уравиен1й: 


Х.-пи!=0, }--, 
У. - у =0, 36 : с (14) 
7а- луз, = 0. 

(гл-ь, 2, 3,....м ), если система свободна, и въ вид: 


Хелзны и +. ря №0, 


Уна ‚8-0, ев АВ 
7 ^+.. ое 
(= 3,..... м, ), воли система подчинена ® (К <) 
связяиъ: } 
ель, дыыы 0, 
р: о 


когда эти связи не идвальння, проекции силъ тревфя должны. быть 
включены въ первые члень урёвненай (15). 
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Потеранную силу въ тачк& д; обозначимъ ‘черезъ Ф.+, пра- 
екнзи ея, очевидво, будутз: 
Хе , 
3. -У:-тф ‚ 
тмин. 
3, уравневай (14) и (15) могутъ быть тогда написаны въ 
вид8; ; 
$.-0, $0, $0... 6мй 


В. Ак яда, ыы) 
9) 94 _ 

ЕЯ + =. .... аа 
Ч, Яд. 


Уравнен1я (14,) и (15,) могутъ быть разсматриваеми какъ 
уравненля. равновпофя. потерянных силз. 
Ови выражаютъ начало д’Алаибефа въ случапв системы матер1-. 
ачъныхх точвкъ: 
Йфи движенфи систены истеффальныхь точекъ въ каждый 
хомениъ времени потерянныя силы для вспхъ точекъ:систв-. 
мы равны нулю, если система свободна, и уравновпиивакт- 
ся чефезъ посфедство реакц1й связей, воли система не 
свободна 


$ 3. Еацало вознолныхь перемпщенфй дая случая движендя. 


Примбияя начайо возиожныхь перемфщензй къ потерянным си- 


лаиъ, ин получимь начало возможныхь веремёщев1й для случая 


а 


движеная. 

Такъ при движенфи почни ‘работа позарянной силы на возмохж- 
номъ переищензи точки изъ положення, которое она занимает 
‘въ какой-либо моменз?ъ времени, будетъ равна нулю, какъ въ. слу- 
‚48% свободной, такъ и въ случав несвободной точки; -получаемз: 

+1 6+ $ 54-0 У 
‚Иаи 
(Х-п=).5 &(У- той). 6у+(Д-мых). би-0.. .. (16) 

Уравнензе (16) выражаеть’"начоло возможныхь перемпценй 
„дая движен1я точки". 

На осковав1и изложеннаго ‘въ $ 1 ясно, ‘что уравнен1е (16) 
равносильно уравневаямь (11), (12) и (13). 

Факже при движени системы ‘въ каждьй иоментъ времени суи- 
ма работъ позерявныхъ силъ на всякихъ возможныхь перем$щенх- 
яхъ точекъ системы изъ положен1й, занимаеиыхь ими въ этотъ ма- 


мент$, будетъ равна нулю; - волучаемъ: 


Уж, бб -0 


Река тб РЕ 


Уравнея1е (17) выражаеть "начало возможныхь пефемпенй 
для движен4я системы". 

На основан1и.нзложеннаго въ $ 1 ясно, что уравнене (17) 
фавносильно 3.) дифференцуальнымь уравнен1ямъ движен1я систе- 
мы (14) и (15) 

Уравнен1е (17) можеть бызь разсматриваемо,. кэкъ основное 
уфавнене всей механики, ибо изъ него могутъ быть получены 
Уравнен1я равновво1я и движен1я, какъ въ случа одной ‘точки 


‘чакъ и въ случаБ системы точекъ, ‘а, слЪдовательно, и различ- 
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ивя свойства равновёс1я и движев1я, которыя изъ этихъ уравне- 
н1й выводатся. 


Пфиитфъ. Въ случав движен1я тяжелой нити но двумъ наклон- 
вымь прямыыъ (см. примёръ параграфа 1), если длину А® (черт. 
81), обозиачииь черезъ < ,‚ уравнев4е, выражающее начало воз- 
можныхъ перемёщен1й, будетз: 


3 эн - зд и че 5-0; \ 
стсюда слздуеть дифференц{альное уравнен1е движен1я нити: 
х"- $ (ии +5) х- див . 
Обозначимъ для сокращен1я письма: 
био» эмир) =; 
тогда уравнен1е движен:я будетз: 
= их 4-м В ы 


Интегрируя это уравиен{е, находимз: 
<= а. ++, 


гдё С и) постоянныя проиавольныя. 
Такъ какъ имжемз: 


и 
'= (6.6 мо, у 
то для [7 и 9 получаемъ слёдующфя выражен1я черезъ началь- 
НЫЯ Данныя: х 
ао 9 з 
Е, =, 
ый ЗЕ 
НН 2 


Разсиотрииъ подробизе, напримёрз. тоть случай, когда БъЪ 
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начальный моментъ нить движется влёво (черт.79), т.е. когда 
>00 
Тогда (>Ф,; ‘если при этомъ будетъ (>0 , тс скорость 

нити не обращается въ нуль: вся нить переходить на лёвую пря- 
мую $4 и далзе движется равноускоренво; если же будетъ 
<», то низь сначала движется влёво, въ н$ксторый момектъ 
скорость ея обращается въ вуль, зат®ыъ вся нить нереходитъ на 
правую прямую %Л” и далзе движется равноускоренно. 


ирихпчан1в. При изучен?и изложевныхь эдёсь началъ и слё- 
дующихъ далзе законсвъ важно все врешя ииЁть ‘въ виду, что они 
имвютъ иёото не только для стдёльныхь матерфальныхь точекъ, 
но Для всякаго 1ёла: ‘чвердаго, жидкаго и пазообразнаго, а так- 
же и для всякой совокунности указанныхь 1%лъ; - въ атихъ слу- 
чаяхъ каждый элемевтъ 7$ла замфняется матерфальной точкой, 
масаа‘которой равна масс элемента, а поэтому число точекъ си- 
стемы безконечно велико (^\-6\2 ) и масаа каждой точки безка- 
нечно мала. 

Выфсто декартовыхь координат: хх, ‹, Ч > $. 5%... 
часто употребляются друг{я пверемённыя величины, спредзляющуя 
положен1е системы. 
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ГЛАВА У. 


ЗАКОН ДВИЖЕНТЯ ЦЕНТРА ИНЕРЕТИ 


(ули "законъ двияеная центра пяжести"). 


$ 1. 06441 законъ движенля увнтра инерц1 4. 


Центромъ инеруфи систеиь иатерфальныхь точекъ назынается 
зеометрическая точка, координаты которой хх, , Че ‚› Тез выра- 


жаются слздующими формулами: 


о от 


ры 


в т ’ 


ГД > Я есть "масса системы", равная сумы массъ ‘всёхъ 
тачекъ, онсвеци, 

Такой же видъ имфиютъ фориулы для координатъ ценира тяже- 
сти, если подставить въ нихъ выёсто в са №; , равное ему про- 
изведене 74:4 и сократить м ; отсюда слздуетъ, что геоме- 
трическая точка, которую иы назвали пентромъ инерц1и ‚системы, 
совпадаеть съ центромъ тяжести той же системы, когда на точки 
ея дАйствуютъ силы тяжести *):. 


“) Вслтдств1е этозо "центръ инерц4и" называютъ часто ‘"цен- 


> 27: 


Возьмемъ дифференцфальныя уравнен!я движен1я системы въ 


самомъ общемъ вид: $ 
я 
пи * №5; , 
Е Е — 
п. №, . 
В т- 18.3, .. м. 


Здёсь курсивныя буквы: 55. ть 9. 5. % ‚) обовначають пра- 
‘екц:и равнод®йствующихь всвхъ силъ, приложенных къ точк% 4 
- какъ силъ задаваемых», такъ и ‘т&хъ силъ (реакций и силъ 
‚ пфензя), ксторыя являются вслздотв#е существонан1я ‘связей; па- 
этому, если система точекъ свободна, то: 


%,-Х., 

к -\ . 

% 7, 
если же система несвободна, но подчинена только связямь иде- 
альнымз: 
=. 1-0, 20 аль, 


Складквая порознь вс дифферевцгальныя уравнен1я, содержа- 
щ1я проекцфи на координатныя оси 0%:, 04 и 0%., получимъ 
три уравнен1я: { 


промъ тяжести“, но лы удерхимъ перзый термин, текъ какъ въ 
мехахикъ раэсматризаются и искзя системы матерфоельныхъ точехъ, 


на которыя силы тяжести не дъйствуюшу. 


откуда: 


Г М А. 


и дал%е: 
о 


№): Эти формулы вирахаютъ, что количество дви- 
хен я центра инеруфи въ предполоменфи, чао онъ импешъ 
лассу, Базную пасст сивтемь, равно по величин и по направле- 
я{ю ‘теомешрической сумме  кодичествъ двиненфя всъхъ точекъ ви- 
стемы. 
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Сравнивая формулы (*) и (***) получиыз: 


ди 


Л х!- 88, ® ы 


ры 


94-м. Й ме: : -(3) 
б:-9%. 


че 

Уравнен1я (3) можемъ разсиатринать какъ дифференцйальныя 
ураввеб1я движеня свободной иатер{альной точки, координаты 
которой суть х, т, 4+ и: масса Л, ‚, зри дЁйСТВ1и силь, 
которая равва по величин и направлен1ю геометрической ‘сумий 
вдъх+ силь, дёйствующихь на точки системы. 

Уравневуя (3) выражаютъ об4$й законъ двиленая уенара инер- 
и: 

При движенфи систвиы центръ инерцфи (центръ пяковши)ея 
движется, какъ свободная. навертальная почка, масса ко- 
порой разна массь сисшемы, при дъйсвшвфи силы, равной 
по ‘величинь и направлению звометрической ‘суииь вспхь 
сил, дойспвуицихъ на точки системи. 

Силва, приложенныя къ точкамыъ системы, ин дёлили на Дв® 
груниа: силы задававмыя и рвакуфи (въ числа ихъ и силь тре - 
в1я), но во иногихъ вопросахь удобно другое раздёленае, а 
именно на силн знупреннзя и силы внпаная. 

Внупренная силы суть сила, удовлетворяющ1я тому условзк, 
что каждой изъ нихъ соотвётствуетъ другая сила, приложенная къ 
АрУгОЙй тОЧк% система, равная первой по ‘величинё и ваправлен- 
ная посФой же прямой въ прозивоположную сторону; ‘всё друг1я 
силы, приложевиия къ точкамъ системв, суть силы внпантя. Ре- 


акпфи связей могутъ входить какъ въ число ‘ввутревнихь, Такъ и 


"ТВОРВТИЧЕСКАЯ НЕЛАНЯКа" 1 11. Ирод.Я. В НИЧЕРСКУН 4.49. 
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В ЧИСЛО ВИФШЯИхХЬ СилЪ. 

Примёры внутреннихь силъ: силы ‘взаимодфистваЙ ариев 
или отталкинан1я) между точками системи, раакц!и ‘стержня или 
натянутой нити на т двф точки, которья стержень или нить `со- 
единяеть, и др, 

Примфры визшнихь силз: силь тяжести, силь притяжен1я къ 
вифинимь центраиъ, реакп1и поверхностей и др. 

Обозначимъ проекц1и равнодёйствующей всёхъ ввутреннихъ 
силъ, ера къ точк» Щ. $, 34, эВ, зерезь Х., 
9 м а проекии равнодвисевующей вовхъ ‚ВНёинихь  силь, 
приложенныхь къ той же точк& %. ‚ черезъ Хх. ’ У м ог 
да можемъ написать: 

5% а 


=и 4=и 


рр ох, 


— ® 
ии 

Внутренн1я силы попарно равны и каправлены прямо протива- 
полохно, позтоиу сумма ихъ проекцйй на всякую ось равна ну- 


лю, ‘слёдовательно, 


и мы получаемъ: 


5 
< 
ы 
5 


Е 
и 
м 


И 
я 


1 
и 
# 
г 
5 


А 


2 42 
м 


5 
= 


* 
: 


Такииъ образомъ, уравнев1я (3) принимаютъ видз: 


=л87Б, = 


да, 
2-Х, О 
д-р. 


= 

Уравнен1я`(4) позволяютъ выразить законъ движеня ценира 
инеруфи въ слпдующей форип: 

Пфи движензи системы уентфъ инерцфи (центръ пяжеста)вя 
двихвтся такъ, какъ свободная. натерфальная точка,. мас-. 
са которой равна массп системы, при дъйствфи силы, рав- 
ной по ввлицинь ‚и ноправленфю лвометрической сушиъ 
внишнихъ силъ, приложенныхь къ точкомъ системы. 

Твефдов тпло мы разсиатриваеиъ, какъ систему матерфаль- 
выхъ точекъ, связанных стержняии; но рэакц{и стержней :- силы 
внутренн1я, слздовательно, пентръ тяжести твердаго ‘твла дви- 
жется такъ, какъ свободная матержальная точка, ‘масса которой 
равна массё т3ла, при дЁйств:и силы, равной геометрической 
суммз однхъ енпинихъ силъ, приложенныхь къ твердому тзлу. На- 
прим# р, ‘если ‘твердое т%ло, при отсутств!и какихъ-либо опоръ, 
движется при дёйств1и силы тяжести, причемъ сопротивлен1е.воз- 
духа не принимается во ‘вниман1е, то центръ тяжести тёла опи- 
сываетъ параболу потому хе закону, какъ ‘свободная тяжелая 
точка, движущаяся въ пустот8. 

Изъ уравнен1й (4) слёдуеть, что движен1е центра инерцёи 
системы не измпнявтся, всли въ оистемъ исчезаютъ внупфеныая 
силы или возникаютъ новыя внутреннёя силы. 

Исчезновензе внутренинхъ силъ имЪетъ кВста, наприм&ръ, при 
‚взрывё твердаго тёла, такъ какъ при этомъ исчезаютъ реакц1и 
ИЪкоторыхь стержней: появлен1е новыхт внутрениихь силь имфетъ 


и$сто при соударен1и 1ёлт, образующихь систему 
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Отызтиыь здфсь, между прочимъ, какъ слфдствз6е уравнений 
(4), что человёкъ, стоящ:й на совершенно гладкой горизонталь- 
ной илоскости, не можеть ходить по ней, такъ накъ единствен- 
ння вившн1я силя, - сила тяжести и реакц!и плоскости зверти- 
кальна, слздовательно, могутъ сообщить центру тяжести зелов#- 
ка скорость только въ вертикальвоиъ направлен#и. 

Съ помошью закона движентя центра инери{и объясняется, на- 
примёръ, откатъ орудфя при выс?рёл8. 

Во многихь задачахь, интегрируя уравнен1я (4), мы можемь 
получить вкоторае иниезралы дифференцтальныхъь уравнен{Й дви- 
жен1я . системы. 


$ 2. Законъ сохранен4я движви4я центра инерщи. 


Законъ движенйя центра инерп1и предсиавляется ‘въ саиоиъ 
простомъ видё въ томъ частном® случай, когда вифиная силы или 
ие приложены къ точнамъ систеив, или имвютЪъ ресиетрическую 
сумму, равную нулю. 

Въ этомъ случай: 


У 
у М 
56 
У. У,- 0, 
Й * 
У-о, .*). 
и слёдовательно: 
*) Здьсь и въ сльдующихъ паразрафахъ энакъ и мозда, 
хо:да ив написано 1, :, обозначаетзъ сулму, распро - 
страненную на всъ эначен4я указателя стъ 1 40 ‚ 194% - 


число точежъ системы. 


м. 


Ускорен1е центра инерц1и равно нулю, значить скорость его 
постоянна по ‘величинё и направленю, 4.е, центръ инерции дви- 
жется прямолинейно и равномёрно- 


Изъ уравнензи (4,) ‘имемз: 


хто, Ч. , 1,1 


и 
ра 
хто а , 
че Ь, 
%-1 т" 
р с, „р -ф . & ‚5 ‚› с - нпостояннья производльныя, ВЪ 


частныхь случаяхъь всё или ибкоторыя изъ нихъ могутъ быть рав- 
ин нулю. 

Въ разсматринаемомз случав из иыфеит закон сохранензя 
бвихензя ценара инерчфи: 

Всли къ системи не приложены вниинфЯ сили, или ввли 
леометрическоя суима внтинихъ силъ равна нулю, то центръ 
инаруфи системы движется пряхолинейно и равнохтфно или 
остается. въ покой. 

Законъ сохранея1я движен!я лентра инерц\и ‘им8ет$, напри- 
изръ, мёсто для свободной систеив, подвержениой дАйстваю ‘толь- 
ко вкутреннихь силф. Примёръ такой системы представляет сол- 
вечная система, центръ инерцёи которой движется прямолинейно 
и равном рно. 

‘Законъ сохранен1я движен1я пектра инерифи даетъ шесть ин-. 


пез роловь дифференцтальныхь уравнен1й движен1я системи: 


=: 


Ух 6, 

Хт- , 

Ури 6 
УИ Ф, 
Ут 1+9, , 
Ук: 64+, . 


Значен1я постоянныхь произвольныхь (, 1, и „ С, мы най- 


вв 


проекц!и начальныхь скоростей -точекъ систеин, а зат%иъ  най- 


з 


деизъ, подставляя въ первыя три уравнен1я ‚виз сто ел 


з под- 


ставляя во вторыя три уравнев1я визсто т, Ч, › 1, коорди- 


демъ и значен1я постоянныхь пройзвольныхз: 9, , 9, :, ® 


наты начальныхь положен1й зочекъ системы и полагая: 
=, 
ОбЕКнОвевЕо полагаютвг 
4,0 
Выпеуказанньыя постоянныя © , Р т :®°, р © ‘би 


завы весьма просто съ постоянинии © в® :: 


2 Я. 


ТВ. = 


ГЛАВА УТ. 
ЗАКОН ИОЧЕНТОВЪ ИЛЯ ЗАВОЕЪ ПЛОЩАДЕЙ. 


$ 1. Рлавный моментъ количествъ движвнфя поченъ 


системы и ллавный моментъ сил. 


Геометрическая сумма исмертовъ количестръ двихен1я точекъ 
системы относвтельно точки вди относительно оси казывается 
‘здавныхъ моментом колицествъ движеная точекъ ‘системы относи- 

тельно точки или отио- 

сительно оси. 

ыл %, Обозначииь главный 
рой иосментъ количествъ дви- 
жевая относительно на- 
чала координатъ черезъ 

{ ‹, проекизи его на 

—>5 координатныя оси, или, 


что 20 же самое”), глав- 


нее моценть количеству 
` движензя относительно 
Чержехъ 83. ссей черезъ & й 


+’ 
{: будемъ пыётв: 


=) (фа 2 
й =} м а- 9), 


———- 


=: См. "Кинежика точки". 
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й =Улодад-) . 


Обозначииь черезь 56° 6“ 5” ‘сектор эльныя ска- 
р = 


рости тачки Д. въ новее соотзётственио 0%, $0, М 


зогда: ; 
и. тб ы 7 
$ - Ули ’ 
вания : 


35 


Геометрическая сумма иоментавь силъ относительно точки или 
относительно оси называется злавныме моментонъ силъ.относитель- 
но точки, или относительно оси. 

Обозначая главный моментъ всёхъ силъ ( заданаеивьхъ и реак- 
111), приложенныхь къ точкамъ системы, относительно начала кб- 
орданатъ через |, ‚ а проекифи его на оси, или, что то же -аа- 
мое, главные моменть всЪхъ силь относительно осей, черезъ М: 
г, › Т,, будемъ имёть: 


т. т -*9) ь 
ы- (к 26) ; 
> с ч- 9,25, }. 


$ 2. Законъ площадей или законъ номентов%. 


Чтобы вывести связь между главныиъ моментомъ количествъ 
движен1я и главныиъ моментоиь силъ, воспользуеися дифференц{- 


альныии уравненфями движен1я систеин: 


тн! $ , я : 69 


945 - 1, 4, 3,..... № 
Множимъ второе изъ уравневай (1) на 1; &% третье на и 


внчитаемъ перзое произведен{е изъ второго, получаемз: 


тих) Я -% 9), 


но 

сл8довательно: 
О 1) -4% 4. 
феускрукт 


Фак1я равенства могутъ быть написаны дяя всёхъ точенъ си- 


„стемы .(:1= 1, 2, 3,. .№ ); складнная ихъ, получимз: 
а ы, еа Е 
ни-ыр Хок), 

Подобнымъ же образомъ найдемз:. 
Обе -У В -я), 
тей) 4 -198). 


Вводя принятня нами сокращенния обозначен!я, получииз:. 


Ра 
5-1. | 
а аква: РВВ 
а 


а. : 
а. 


Каждое изъ уравнен1й (2) выражаеть зохонъ моменаовъ по 


У .- 


отношен1ю къ одной изъ координатныхь осей: 

Первая. производная по вфемени отъ злавназо момента коли-. 
чествъ двиленя поченъ ‘сисиены относительно какой-либо коор-. 
динатной оси равна ‘злвеному моменту вспхф силъ (задаваемыхь и 
ревкц1й), приложенныхх къ почкамъ системы, относительно той 
же оси. 

Примечан6. Такъ какъ всякую неподвижную ось можно при- 
нять за координатную ось, то вышеуказанное предложен:е спра- 
ведливо относительно всяной неподвижной оси, 

3ъ уравнензя (2) можемъ ввести секторйальныя ‘скорости 19- 
чекъ системы; - получииз: 


29: 


>> 


позтому "законъ момензовъ" назьнается также: "законъ площа- 
дей'. 

Подобно тому, какъ въ закон* движен1я центра инерц1и, и 
зд®сь мы раздёлимъ силь ва внупренная и внишная. 


Очевидно: 
& 
Ра. , 
3.1 
ув, 
3 46 
Ре, , 
гдё значкомь |, обозначаемь главный мошенть внутреннихь 
[2 
силъ, а значкомъ |, главный момевтъ вифивихь силъ относи- 
тельно качала координатз. 


Сумиа иоментовъ для каждыхь двухъ равныхь и противополох- 
ныхъ внутреннихь силъ относительно какой угодво точки, а сл#- 
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давательно и отвосительно какой угодно оси, очевидно, равна 
нулю; поэтому главивй моментъ внутреннихь силъ всегда равенъ 
вулю и, слёдонательно. 
С: 0, 2.0, 1-0 
Факимь образомъ, не нарушзя общности, мы мохемъ написать 
уравнен:я (2) въ видё: 


13408) 


Из+ уравневй (3) слзлуетз, что внуиренифя силы не оказы- 
ваютъ влфян1я на изм нен1е главнаго иомента количествь двихе- 
втя точекъ систеин. 

Въ случаё иваёдато ппла правья части уравнен1й содержать 
моменты только заданныхь силъ, если 1%ло0 свободно, а если 1#- 
-ло несвободно, то исменты заданныхь силъ и реакпёй опоръ; = 
реакц1и стержней, которые обусловливаютъ твердость тёла (не- 
изыфняемость системн), суть внутренн1я силы 

Соединяя для твердаго т%ла уравнен!а, выражающ1я законъ 
движеня пентра инерн!и и законъ площадей, получимъ шесть ура- 
внен1й, содержащихъ только одн8 внвшн1я силы, ‘три уравкен1я 
(4) главы У ястри уравнензя.(3) главы УТ. 

Этихь шести уравнен1й совершенно достаточно для. опредёле- 
вуя-движентя‘ твердаго тёла, зтакъ какъ въ случа свободнаго 
?%ла, какъ всякой свободной неизивняемой системы число неза- 
висимнхь координатъ равно шести: Зм. :- (Зи. :- 6) = 6, - обык- 
новенно, три координаты вентра тяжести и три Эйлеровыхъ угла; 
въ случа несвободназо твердаго т%ла число независииыхъ коор- 


динать меньше шести; это число ‘выёст® съ числомъ неизв стныхъ 


- 884 - 


прсекц1й реакнёй опоръ сосжавить шесть. 

Разсмотримъ частнЕй случай, когда твердое т8ло вращается 
вокругъ иеподвихной оси; примемъ ее за одну изъ координатных 
осей, напримёръ, на ось 0% (черт.84). 


Законъ моментавъ намъ даезтъ уравиен1е: 


правая часть котораго ‹содержитъ моменты только заданныхь силъ, 
такъ какъ моменты разакц4й закрёпленной оси относительно ея ра- 
вЕв нулю. 

Каждая точка, наприм8ръ, Х: осписыиаетъ окружность радту- 
са %; :‚, ея скорость равна: 


м $’ ) 
ГД ф уголь поворота тзла и $ углоная скорость. 

Пусть и, будетъ масса того элемента тёла, который ин за- 
мзняемъ мазерфальной точкой %, „’ тогда количество движен1я 
точёи Л; будет: 

пд, = Ио, 9 

Момент этого количества движен1я относительно оси 0$ ра- 

‚вен: 
илл и $ Е 

Главный иоменть ко- 
личествъ движен:я вс%хъ 
элементовъ тёла  относи- 
тельно оси 0 выразится 
такз: 

$ Уля. ф : 
или, вынося общ1й мнохи- 


тель ф за знакъ сумын: 


Чертвхъ 84. {-ех та г 
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Сумма Ут есть моментъ икернфи тёла относительно оси 
(01 1, который мы обозвачимъ черезъ $ ‚; тогда: 


$, - 39 Е 
откуда: 
94а. 
рт $“ 
Законъ .моментовъ намъ даетъ: 


это и есть уравнен1е вращенуя тверлаго т%ла вокругъ неподвих- 
вой оси, 


Главный момектъ данныхь сил относительно оси 0% ': 
5 _ < ы 42 
Пе -Х. 
ин можеиъ вкразить, вообще говоря, ‘черезъ уголъ Ф ', угловую 
скорость 9 в врема фФь и получимь одно дифференц{альное 
уравнен1е второго порядка относительно $. . 
Разсыотримъ весьма важный частный случай, когда злавный 
моменаъ внишнихъ силъ, прилоленныхъ #5 точкам системы, отно- 


‚сительно какой-либо. оси раввнъ нули, 


Пусть, наприиёръ: 
„тогда будет: 


и, слёдонательно: 
# - оихб 


ИЛИ 


)- о. ‚. Пик. 


С р 
Эти - 
Это уравнен1е, по разджлев1и на 2, можетт быть наинсано 


въ видв * 
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рб - об. бес оаь. = 

Уравнен1е (4.) или (4') представляеть первый инивъралъ 
дифференцкальныхь уравнен1й движен1я системы и назынается ин- 
пезраломъ площадей въ плсскости 940, 

Значен1е со” свъ уравнен1и (4,) ваходиит, подставляя на- 
чальныя значен1я координатъ и нроекц1й скоростей точекъ си- 
стеин. 

Когда главный моментъ внзинихе силъ 

в. 


существуеть интезралъ площадей въ плоскости 30%: 


3 
слёдовательно: 
` х 
Ух 1), (4,) 
или 
: р 
о) р 
Уи, 6 сом, ар 
м 
Когда главный иоментъ внёшнихЪъ силъ: 
> 
а 
а 
существуеть интеграл» плошадей въ плоскости 104 
{ 2 
Е и 
слёдовательно: 
т.м, м) 
или 
8) р 
Вл, 6 - ии... о, 


Уравнензя (4,), (4,), (4,) или равкосильнвья имъ уравне- 
вая: (4), (4), (4') представлають обобщензе ‘соотвётствую- 
щихь уравнея1й ‘въ случа одной точки, и ин иожемъ воспользо- 
ваться прежнимт терииномъ: "закснъ сохраэнен1я площадей". хотя 
площади, ОИСяВаонЫя рад1усами векторами проекц1й точекь на 

! 


вв 


координатную плоскость въ единицу времени, здфсь уже не со- 
храняютъ постоянную величину, - говорятъ, (что каждое изъ ура- 
виен1й: (4,), (4,), (4,) варажаеть законъ сохранен1я плоцадей 
въ соотвётствующей координатной плоскости дяя данной системы. 

Такъ какъ всякую неподвижную ось можеиъ принять за одну 
изъ координатныхь осей, ‘то получается слЖдующее заключен1е: 

Воли злавный моментъ вспхо внпшнихъ силъ, приложенныхъ къ 
точкамъ системы, относительно какой-либо неподвижной оси ро-. 
венъ нулю, то для. движен4я системы существуетъ интезралъ пло-. 
щадей въ плоскости, перпендикулярной къ этой оси, ‘выражающай, 
что сумма массъ почвкъ, умноженныхь на ихъ секторфальныя ско- 
рости въ этой плоскости, сохраняетъ постоянную величину. 

Если главный моментъ вифвнихъ силз, приложенныхь къ точ- 
камъ систеин, стносительно какой-либо неподвижной точки, на- 
примзръ, относительно начала координатъ, равенъ нули: 

ЕР 
тогда одновременно: 
10-00. 
© › К ’ т 
и, слёдовательно, существуютъ ири иниезрала площадей въ трехъ 


перпендикулярныхь плоскостяхь, проведенных” черезъ эту точку, 


$ 3. "Зоконъ моментовъ" или "законъ площадей" въ отно- 


сительномъ движенфи систвиы по отношеню къ центфу инвли 


Всли мы возьмемъ оси, проведенныя зерезь нентрь инерц1и 
системы и движущаяся поступательно съ центромъ инерифи, то за- 
висимость между главнымъ моментомъ количествь стносительнего 
движен1я системы и главнымьъ моментоиъ силъ атносительво этихъ 


осей, выражается уравнен1ями того же вида, что и уравнен1я 
(2). 
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Пусть © .(х.ь ко ъ- За) 
й. Я будеть центръ инерции. системы 
(чер?.85). Примемъ его за на- 


ы жало координать съ осями еЪ 
- „В “.: (3, :, которвя остаются па- 
я бы, зв раллельными соотвёчетвенно 
а ———--Х неподвижныиь осямъ (с, 09 ь 
к 0%. 
и Всли координаты какой-ли- 
Чертвхъ 85. бо точки системы м, ‚щри на- 


‘выхъ косрдинатныхь осяхъ обозначимъ черезъ р ‚ буь то, 
очевидно, будуть 


<; = +: я 
а 
ел 
Подставяяя эти значен1я въ основныя ‘дифференцгальнья ура- 
внея1я (1), получниз: 


ны, _ 
м: м В.) 
и 4%; -% = 

Полагая здзсь в №: 8 3, ..\, получимь Зм, уравненйй. 


Умножимъ третье изъ уравненай (5) на 1] { г, второе на 5. 
вычтемь второе произведенАе изъ и. получимъ равенство 


мое В Зета бл АИ, 
лёвая часть козораго равна: 


с в" 
ея С 2). 


Подобный равенства можемъ иаписать лля всвх% точекъ снста- 
ны, складывая ихз, наидемь 
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Я Ул [0 5 1 ) Ух, ый $) -ж ух Ш + у: У АИ - 
Такъ какъ начало новыхъ координатныхь осей пом$щено въ 
цеятрв инерц!и систены, то сумиы произведен1й массъ точекъ на 
ИхЪ ЕЕ координаты равны нулю; 


иж 0, 


р т: ыы 0, 
РИ пи -0. 
Въ самомъ дфл%: 


т = Усы 2) - тва т ы Я. та - Ме 


а эта разность, на оснонан1и выражен1й координатъ певтра инер- 
ц1и (фори.1, гл.\), равна вулю; такъ же найдемз, что 


Ху Утв 49-0, 
Ури + уе 6. 
Принимая это во вниман1е, получаем: 
_ бУжеА-5чр 2%; 
‘совершенно подобньиъ же образомъ найдемъ 
ду — %) У, 98) > 
ви 88). 


Если главньй моментъ количествь относительнаго движения 
-----. рома изв си ыльбобжна ых 


*?ВОРЕТИЧЕСКАЯ ИЕХАННКА", Ч.ТГ. Проф. И. В. ИВЩЕРСКГЙ. ^ 4,19. 


точекь системы относительно пентра инеризи назовень черезь (”, 
а ствосизельно осей (4 | 0х, (| 109, С510Я черевь №, 
Ня {”, в главный моментъ сидь относительно цектра виерии 
с ГО, а отвосительно тВтъ хе осей черезъ Тл;, 12 у ле, 


10 на основав1и полученныхь уравнев1й иожемъ яапнаать: 


ть 
я . 

Уравиея1я.(6) того же вида, ч1т0 и уравненёя (2). Вообра- 
зимъ неизывняемую среду, движущуюся поступательно выфств съ 
пентромь инеддуя, и тачки системы будутъ совершать от- 
восительныя движен1я въ эт0й среда; уравненая (6) и выражаютъ 
законъ момвниовъ или Зов площадей въ относитвльномъ движв- 
ии системы по отношен1ю къ этой сфеди. 

Раздёляя силь, дёйствующуя ‘На точки систеив, на внфинтя и 
внутрени{я, найдемъ УаЗЕВЕ аналогичныя уравнен1ямъ (3): 


Ва 


4 вь 
и Е 


: (20 
: а, г. Я (7) 
& 48 и 
ы ‚аа 8 -амоввоао 2% тмано. 


Всли главный исмей 2 дна ‚наф Ченоодиеаьно изкой -ли- 
60 оси, проходящей 980893. смвивру, И во “о быя движе- 
ва разр и ХТ, наприи%ръ, ослк 4% УГ; ‚лорда: ие: 
Яд, 


ов 
леонаить а -. (3) 
икох 


и, слёибавольно. а 
. Аа зан а. ь 
* 54 


-*-в4* 


о аниИЙ 
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Хичбь сем8 
т.е. сумыа произведен! массъ точекь ва ихь относительныя 
секторфальныя скорости въ плоскости 705 остается постоян - 
вою.. 

Уравнен1е (8) выражаетъ зохонъ сохраненфя площадей въ от- 
носительномъ движенфи систвиы въ плоскости, проходящей черезъ 
вентръ инерц1и и параллельной пл. $09 

„Если главный моментъ внёинихъ -силъ относительно центра 
инерп1и во ‚все время движеня равенъ нулю: “- 0 ‚ 90 

< &)е о 
0.0, 
и, слёровательно, главный иоменть количествъ ствосизельнаго дви- 
жен1я точекъ системы т сохраняетъ при движен1и системы па- 
стоянную величину и постоянкое направлен} е; мы имземъ законъ 
сохванен1я площадей въ трехъ плоскостяхъ, проходящихь черезъ 


центрь инерц?и: 


„Въ этомъ случав занонъ сохраненая. площадей вибетъ изсто 
в0 всякой плоскости, которая проходить черезъ пентръ инериёи 
й при движен1и остается себф параллельной, потому что всякую 
такую плоскость, отдфльно взятую, можемъ считать параллельною 
одной изъ неподвижныхь координатныхь плоскостей. 

Разсиатринаемый случай представляется, наприм®ръ, ‘тогда, 
когда движется свободное ивердое тпло, подчиненное только дёй- 
ств1ю силъ тяжести: разнодёйствующая этихъ силъ проходить че- 
резъ центрь тяжести (щевтрь инерц!и), и, слёдонательво, глав- 
ный моментъ ихъ относительно центра тяжести равенъ вулю = 


*0); момент вращательнаго движен1я т%ла вокругъ центра тя- 
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(8) 
жести ([° сохраняетъ постоянную величину к постоянвое  на- 
правлев1е; дла движен1я т%ла въ этомъ случа мы будемъ имёть 


три интеграла площадей въ трехъ плоскостяхъ, проходящихъ че- 
резъ шентръ тяжести: 


абрены, 
Уль 6, еот5й., 
Ум, сет. 


Т% же три интеграла площадей иымзютъ мёсто нри движенйи си- 
стемы свободныхь иатерфальныхь точекъ, на которыя дДЁйствуютъ 
только силы взаиинаго притяжен1я или стталкивавфя, - важиз ива 


примйръ такой системы представляетъ солнечная система. 


РЛАВА УТ. 


ЗАЕОНЪ ЖИВОЙ СИЛБ. 


$1. 


Живою силою системы или кинетическок энерзфей системы иа- 


терзальныхь точекъ ("Г) называется сумма живыхъ силъ воёхъ то- 
чекъ системз: 


0 


Кинетическую энерг1ю системы можно выразить въ видё сумыв 
Авухъ слагземьхь. 2 ь 


Изъ уравнен1я (т) имфемъ: 


И Чин | 
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тан. 


`Примемъ центръ инерцёи системы за начало координать съ осями, 
параллельннии осямъ 0%. ', 0“ :, и 01 (мчерт.81). Очевидно: 


р 
аль 


+ › 


откуда: 


Посл подстановки получимъ изъ формулы (1): 


Тон Я 


или 
"лайн, улеарыН тцыд нуу. 


„Введемъ слёдующ1я обозначен1я: 


Пусть А-У лид - вумив иассъ всёхъ точекъ системы - короча, 
4, иасаа системы; * 


Я - скорость центра ‘инерцзи; 


уе @ на 
\= рый 5 - относительная скорость точ- 


ки ® по стношен4ю къ средё, движущейся поступазельно съ цен- 
тромъ инерщ1и. 
Тогда иы имфемз: 


тонера 


но такъ какъ начало координатф въ пектрё инерции, то 
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Ут -о, Утоь-0, Уч © , 


во все время двихен1я, сл®дователько, и производныя по времени: 


Ут- 0, Учн-0, Умиу о, 


а тогда находимъ; 


чи... 


Уравненае (2) вырафавтъ пеофему Коеп1 "а: 

Фивая сила системы равна хивой силъ центра инерии, въ 
предположенфи, что масса езо равна массъ всей системы, 
плюсъ живая сила системы въ ея относительномъ движенфи 
по отновен1ю къ центру инефцёи (точниа по отношению къ 
средь, движущейся поступательно вмьсть съ центром 
инерчи). 

Выразимь живую силу пвердазо шла, вращающегося вокругъ 
неподвижной оси съ угловою скоростью ® . Пустьти. будеть мас- 
са того элемента т$ла, который мы зам няемъ точкой А, ‚› тогда 
живая сила точки Ч, (черт.86) будетъ: 


сл%довательно, живая сила т%ла: 
или 


Сумма произведен1й массъ точекъ 


системы на квадраты ихъ разстоя- 
и4й ость иёкоторой оси назнвается 

Черивхъ 86. моментом инврути системы отна- 
сительно этой оси. 


Обозначая моментъ инерц1и т8ла относительно оси (0%, 
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Ум черезъь 3 ,‚ имфемъ: 


ее 


сяздоназельна, живая сила твердаго т%ла, вращающагося вокругъ 
неподвижной оси, равна половен8 проиаведен1я момента инерц}и 
относительно этой оси на кнадратъ угловой скорости. 

Найдемъ живую силу жвефрдото ппаа, движущагося кокъ узодно. 
По пвофемь Коеп18'а:. 2 

ТУ их ы Ум . 

Отвосительное движен1е тёла по отношен1ю къ центру тяжес- 
зи есть врадензе т8ла вокруръ центра тажестя. Вращензе вокругъ 
точки въ каждый моментъ можеть быть разсматриваемо, какъ вра- 
щен1е вокругъ мгновенной оси, проходящей черезъ эту точку.Та- 
кимъ образомъ, стносительное движен1е т%ла по отношен1ю къ 
центру тяжести можно разсиатриватв, какъ вращен1е вскругъ игна- 
венной оси (% , проходящей черезъ певтру тяжести С (чер?.87), 

слёдонательно, на.основав1и предьдущаго: 


2 
4 $4. . 
ай $ Ум 14, 
я 
| гдё 9. обозначаеть моментъ инерши т%ла 
р / ствосизельно мгновенной оси, проходящей 
| 
\ ] й зерезъь центрь тяжести. 
/ 
35 ь Такимъ образомъ, жиная сила твердаго 
7 т8ла въ какомъ угодно движен1и равна: 
я 
Зертехъ 87. "Г- А +3 3.53 


Когда +&л0 движется поступательно, второй членъ равенъ пу- 


лв; й 
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$ 2. Работа силъ, приложенныхь къ системи. 


Если 55; 5 м <. %, - проекп1и равнодфйствующей вслхъ 
силъ (задаваемыхь, рааки!й и силъ трен1я), приложенныхь къ 
точк8 Ч, ‚ то элементарная работа равнод®йствующей на безка- 
нечно малоиъ перемёщен1и равна: 


3, ди, 94% ия. 

Сумма элементарныхъь рабстъ для всёхъ точекъ системы бу- 
детъ: . 
=" 
ру Ада. 94+, 4.) : 

Интегрируя, получииъ сумму работъ на ковечномь переизщен1и си- 
стеив. 

Возьиемъ твердое тъло, вращающееся вокругъ неподвижной оси. 
Знаемз, что сумма Элементарвыхь работъ реаки1й тёхь связей, ка- 
торыя обусловлинаютъ неизифняеиость системы (твердость т%ла), 
равна нулю. Точно также равна вулю работа реакц!и  какъ той, 
такъ и другой закрёпленной точки: 
0 и0О' (черз.38), ибо перемёще- 
в1я ихъ равны пулю; поэтому для 
твердаго +$ла, вращающагося во- 
кругъ неподвижной оси, сумма эле- 
ментарныхь рабстъ всвхь‘силъ рав- 
на сумыё работъ однёхъ задавав- 


иыхъ силъ, т.е. равна: 
УХ да. +7, 9). 


Такъ какъ въ нашемъ случа® 


ось вращен1я принята за ось()%, 


Чертелъ 88. то для каждой точки т8ла 


о. 
координата => УПАЛ» - 
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поэтому 

ы 

Дя- 0, 
и, слздовательно, сумма элементарных работ воёзжь силъ бу- 
дезъ: 


Ух. 
Изъ кинематики извёстно, что 

цв, ЮФ, 

ну ми, М) 9,$, 


ГД ф - уголь повората, сдздовательно: 


але, - 1.94 г 


Ч 1,99 


Подставляя эти значев1я въ выражев1е суммы элементарныхъ 
работв, найдем: 


% УХ, Уз 1.4 : 

ЛТакииъ образомз, сумма элементарныхь работъ воёхь силз, 
дфйствующихь на твердое тло, вращающееся вокругъ неподвижной 
оси, равна главному моменту всьхъ данныхь силъ относительно 
оси вращен1я, поиноженному на безконечно иалый уголь псворо- 
та: 49 - ©. › ГДВ с угловая скорость ч8ла, 

Когда ®вердое ппло авободно и движется какъ узодно, раба- 
та во вращательномъ движени вокруг пентра, инерпи, на, осна- 
ван1и предндущаго, будет я: , м 

Г. 4-ой, 
ГД : 0 главный иоментъ возхъ давныхь силъ относительно ыгно- 
верной оси С , проходящей черезъ пентръ тяжести (черт.88) ‚га 
« - угловая сворость. 

Работа въ поступательномь движен1и т%ла выё ств съ пентромъ 
инерц1и равиа: 


9 Х.* 3У +8: , 
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такъ какъ 
Че до, Заид, › ла, 

Если геометрическую сумму всёхъ данныхь силъ (главный век- 
зорз) обозначимь черезъ У, а проекщ:и ея черезъ У. ‚У ‚М ; 
то работа въ поступательномь движен1и т%ла вм$ст® съ вентромъ 
иверц1и будетъ: 

Е Уч 94. У: У 9.5: .соъ (\,45.). 
я 
и Такимъ образоиъ, сумма элеиентарныхь 
м работъ всёхъ силъ, приложенныхь къ т%лу, 

1 двихущемуся какъ угодно, будетъ равна суи- 

И из двухъ работъ: 


У4+ соь (У, 45.) Е о. 


Чершехъ 89. 


$ 3.- Законъ живой силы. 


Найдемъ зависимость между хивою силою системы и работою 
силЪъ, къ системз приложенныхь. Для этого воспользуемся диффе- 


ренцзальвыми уравнен1ями движен1я: 


"= 99, й 
а (3) 
п, УЕ АС АЕ $ 
Ч ©. : 
ми; “Фу 
гд8 нужно положить ^,- 1, &, 3,....\. 


Ушножииъ первое изъ уравнен!й (3) на 9% ‚› второе на м 


третье на ая: › й затфыъ сложимъ; тогда получимз: 


бо щен) = Фон Ча, в; 


стсюда 


1. жа 
г феи} ; 
"и. ен а — 4 Чи Зи, д 
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или 


о оао а 


Послёдкее равенство можеть быть написано для каждой точки 
системы; взявши сумму этихь равенствъ дла всёхь точекъ систе- 
ыв, подучиме: 


поеьяанькы) @ 


Уравнен1е (4) выражаетъ законъ живой силы въ дифферени!- 
эльной форы8: 

Безконвчно малое прирацен1е живой силы сисшены почекъ, 
получаемое при безиснечно маломъ пефеипцени сисвемы, 
равно суиит элементарныхь работъ зсьхъ силъ (задавае- 
ныхъ и реакцёй), приложенныхь къ точкамъ системы, на 
соотвпяствующихь бвзконечно малыхъ переипщенаяхь эвихъ 
пточек%. 

Такъ какъ при движен1и точекъ системы вс перемзкныя ве- 
личина, связанныя съ этими точками, можно разсматривать, какъ 
фувкц1и отъ одной перемённой (нанриыёр$, о?ъ времени 1 ), то 
мы можемъ взять ст сб%ихъ частей уравнев1я (4) интегралы (по 
этой пореиённой) стъ одного положен1я (1) система, до друрого 


положен1я (2); получимз: 


58) 
НИКО 


сдВ ЕЕ. я мы обозначаютъ живую силу системы въ соотвётствую- 
щихь крайнихь положентахь системв: (1) и (2). 
Уравнен:я (5) выражають захонъ живой силы въ конечной фоф- 
ип: у 
Приращене живой силы системы, получаемов при пефеходь 
системы изъ однозо положенфя въ друзое, равно сумит ва- 


ботъ вспхъ силъ (задаваемых и реакц4й), приложенныхь 
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к® почкамъ системы, на протяженфи путей, пройденныхъ 
почками при этомъ переход. 

Уравнен1я (4) и (5) выражаютъ общёй законъ живой ‘силы. 

Зеконь живой силы въ нёкоторихъ случаяхъ одинъ можетЪъ он- 
редфлить движен1в системы, ниенно тогда, когда положензе си- 
стемы опредзляется только одной неремённой величиной, т. е. 
когда число ‘связей на единипу меньше числа координат. Въ 
этомъ случа говорятъ, что система имфетъ одну степень свобо- 
ды. Очевидно, для опредёлен1я движев1я такой системь вужно 
имёть одно уравнен1е, - его и даетъ ааконъ живой силь. 

Прииёръ системв, имющей одну степень свободв, представ- 
ляетъ твердое 18л0, вращающееся вокругъ неподвижной оси; -вся- 
кая машина въ большинствв случаевъ можетъ быть разсматринаема, 
какъ система съ одной стеленью свободы. 

Замётвыь, что уравнен1е (4), вазываемое нерёдко уравнен1- 
ем работъ, со времени Карно есть основное уравнен1е въ яео- 
Ффи машину; въ большинствв случаевъ оно достаточно для опре- 
дёлензя ходе машины. | я С 

Уравнеизе рабатъ въ тесрфи иашинъ представляется въ ‘вид: 

(Тнр-(Г--&-®-Р); 
здёсь "Г. А ам , 5, суть живыя силы видимыхь и неви- 
дииыхъ движен1И въ иашин% въ двухъ ея положен1яхъ; Но , 9. , 
| - абсолюзтныя величины работъ из соствззствующемь пути: 
ни - движущихь силъ, РЯ - полезныхь сопротивленй и и :. 
врединхь сопротивлен1й. 

Если систеца подчинена ‘только идвальнымъ связямъ, уравне- 
вёя которых }-0,$-0, а 2-0 не содержать явно вре- 
мени т ‚ 10 сумма элементарныхь работъ реакп1й каждой связи 
равна вулю 
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Въ этом случаф въ оба уравнен1я, выражающ1я законъ живой 
силь, входятъ работы только задаваемых силъ, какъ въ случай 


системы свободной: 


ей Канун). к 


мя ‚чес. Е 


$ 4. Силы, иитющая потвнуфалз. 


Если задаваемья силв, приложенныя къ точкамъ система, т&- 
ковь, что суима ихъ элемевтарныхь работъ представляетъ полный 
дифферевихаль нёкоторой функц{и стъ координать ‘точекъ, т.е., 


если удовлетворяется равенство: 
Улолу чет - Ау вов. ьь) (8) 


тогда говорятъ, что даннья силы имфютЪ поненуфаль. 
Функцая АА, называется силоесю функцфей пля данныхъ силъ. 
Очевидно, 


Сравнивая это равенство съ ры. найдемъ: 


ХАК, уе, д 


*) Если эти равенства принять хакъ опредъленфе силъ, имт- 
ющихъ попенц?алт, ‘по мозутъ предспавишься сльцаи, въ которыхъ 
силовая функцёя и Фудешъ содержать, хрожю косрдинатъ точекъь 
и время т Явнииъ образомъ: но яозда сумма элементарныхъ ва- 


бошъ будетъ равна 
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для всёхь значен1й ^.-= 1, 2, 3,......- м . 

Такимъ образомъ, проекифи на координатныя оси силъ, ‘имфн- 
цихь силовую функп!ю, выражаются частными производными остъ 
этой фувкцфи по соствётствующимъ координатамъ. 

Силовая функп1я можеть не содержать н8которыхъ координатъ, 


тогда соотвзтствующуя проекп1и силъ равны нулю. 


Примпры силъ, имфющихъ потениталъ. 

1) Сила вяхести. Пусть на точки системы дёйствуютъ только 
силы тяжести. 

`Всли ось 0% направлена по вертикали вверхъ, то проеки:и 
силы, приложенной къ тсчЕ% ра на осв 05 в 09 будуть. рав- 
ны нулю, а проекц1и на ось 0х равна 64 ‚›  сл&довательно, 


сумма элементарныхь работъ выразится такъ: 
У педан-4[- Ум} =4ау, 


и силовая функи1я будетъ: 
А- Уч = Аа ; 


2) Между точками системы ДЬЙСтВУуютЪ силы взаииназо притя-. 
женя или оштоалкиван1я, зависящая только отъ разсвоян4я. 

Сначала разсистримъ систему изъ двухъ точекъ ыЕ и №, * 
Обозначииь разстоян1е между ними черезъ 1. а величину сили, 


дЪйствующей между этими хе точками, черезъ } 


й 


д(®») =  Увяо- 
зиися приписывать этой функи:и знакъ + , корда сила отталки- 
вазельная, и знакъ- , когда притягательная. 


Проекп1и силв, приложенной къ точка В? ‚ будуть торда: 
) . 52-2 Е ЗУ р -_. 
ы == —- & ии, а 


& нроекяфи силы, приложенной въ зочк8 Л, ‚ будуть 18 же, но 
съ обратный знанами. 
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Сумма элементарныхь работъ представится въ видё: 


п орон бетодь (уро беуан]- 


кононеюаберотоеовиид Нал] 
иеьм 


Факимъ образои$, сумма элемевтарныхь рабстъ павна диффе- 
ревпфалу функц!и, которая выражается ивтеграломз: 


Ле лил, } 


слёдовательно, этотъ интегралъ и будетъ силовая функц1я: 


%А- 4 “, ‚). 9“. ; 


Всли система состоитЪ изъ и, точекъ (1.72 ), то для наж- 
дой пары точекъ (2; и И, ) можемь написать такую силовую 
функц1ю, и сумма эдементарныхь работъ всёхъ силь, дёйствующихь 
въ систем%, будетъ равиа дифференц?алу слд®дующей функц} и: 


А], 9х , 


го и ф нывють всё возможная различныя значензя отъ 1 до 
о; эта фуницйя и будечтъ силовою Функц1ей для данной системы. 
Въ нажнёйшемт частвомъ случав, когда точки системь взани- 


| ? \= ИА ЛИ 
но притягиваю?ся по закону Ньютска ЗАК 9 Е зе силовая 
че 


функцзя будетз: ы 
®\\,- У ре ал, чае 


3) Ва точки системы дёйствуютъ силы привяженя или оттал- 
кивон4я, ‘всходяшя отъ внаянихь (ве принадлежацихь систем) 
цевтровъ 0, :, 0. Е ‘и выражающуяся по величин® нёкоторвии 
функи1яыи разстояв1Й точекъ стъ этихъ центров. 
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Если вообще на точку 4, дёйствуеть со стороны виЗиняго 
цеятра ( сила, величина которой равна нёкоторой функцйи 
именно Яр ‚ причешь функифи к 
приписынаемь знакъ + въ случав отталкивательной силы и знак 


‹разстояня Уи 


- въ случав силы прятягазельной. Тогда сумма элементарныхь 
работъ выразится дифференц{аломъ функи!и 


ЕЛ (% 0 


которая и будет силовою функцфей для разсматринаемаго ‘случая. 
Перейдемъ теперь къ уравневзю (8). 
. Интегрируя 06% части атого уравнен1я отъ одного положен1я 
(1) системы до какого-либо сл®дующаго ея положензя (2), нахо- 
ди: 


и® к 
‚Ка Уода Та) А -Аы.. 0 
/ 


Сл&довательнсо, работа силъ, приложенныхь къ системВ и ииё- 
ющихъ потенц1алз, на нфкоторсиъ пути ‘системы, равна Баэносви 
значен1й силовой `функуфи для. крайнихъ положенфй систвиы. 

Въ большинств® случаевь силовая функи1я есть функция одно- 
значная, и тогда, какъ это слёдуеть изъ уравнен1я (9), сумиа 
работь силъ иа нёкоторомъ перемзщен!и ‘систёмы зависить только 
стъ крайнихь положен1й системы и не зависить атЪ форин того 
пути, по которому система переходить -отъ одного положен1я въ 
другое. 

Въ частномъ случа, когда система, выйдя изъ положеяёя (1) 
и совершивь и который путь, приходить обратно въ то же поло- 
жене (1), тогда Е. ‚› и слвдовательно, сумма рабстъь силь 


ва всемъ нути системы въ этомъ случаё равна нулю- 
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$ Б. Иншезраль живой силы. Занонъ сохраненя живой силы. 
Законъ сохранвн1я полной энери. 


Всли задаваемыя силь имёють потенцфаль, тогда, на оснона- 
взи уравнензй (6) и (8), иывемз: 


т -34№ 
Интогрируя это уравнен1е, получимъ: 
ТИ, 
или 
У, сое. ов 
ГД |. - постоянная произвольная, опред8ляемая по начальнымъ 


даннниь, т.е. по начальныиь скоростямъ и начальнвиъ координя- 
тамъ точекъ системы. 

Уравиен1е (10) представляеть иниезралъ- для задачи о дви- 
жен?и системы при существонанфи потенцгала. 


Этотъ интегрелъ называется иниезраломъ живой силы, 


Примпфъ. Задачат, твлъ - такъ называется задача о дви- 
жен1и системы у, матер1фальныхь точекъ при дёйств1и внутрен- 
нихь силъ (притяженая или отталкиван1я), величины которыхъ 
суть функц\и разстоян1й; - важнайв{Й частный случай: движен1е 
м, точекъ, взаимна-притягивающихся по закону Ньютона. Задача 
\ т7Алъ допускаеть ивтегралъ живой силы; кром8 того, она да- 
пускаетъ, какъ это слёдуеть изъ предьдущаго, еще девять инзе- 
граловъ; шесть интеграловъ центра янерц{и и три интеграла пло- 
щадей.- ы 

При существован1и потени1ала, на оснонан1и уравиевзй (7) 
и (9). импем- 


"ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ НЕХАНИКА", Ч.ТТ. Проф.И. В, ИВЦ ЕРСКТЙ. 1, 20. 
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о 


то же уравнене, очевидно, легко получить и изъ уравнений (10). 
Уравнен1е (11) выражаеть зоконъ сохраненфя хивой силы"). 
Прифаценфе живой силы системы при переходь ея изъ одно- 
з0 положеная въ дфулое, равно разности значенй силовой 
Функцфи для крайних» положвнфй системы и, слпдователь- 
но, не зависмиъ отъ путей, по копофымъ при этомъ перв- 
ходь перомищаются почки системы. Г 
Отсюда слздуетъ, что если, при существовав1и потенр{ала, 
система, выйдя изъ какого нибудь положен1я, вернется въ это 


положен1е, то она возвращается съ тою же живою силою, съ кота- 


рой вышла: 
-: ы 
т-т, 
вслёдств1е того, что 
а О 


Система подчиненная дёйств1ю только внутреннихъ силъ, им%- 
ющихь потенц{алъ, называется понсерезтивною. 

Потенцфаль для внутреннихь силъ обозначимъ черваь®\\ 06бо- 
значииъ черезъ Я значен1е силовой функц1и Я для н8котора- 
го опред$леннаго ("вулевого") положен1я систець. Разность 

а а 
° 
назынается пошенуфальной энерз4вй системы и выражаетъ работу 


внутреннихь силъ, которую он® совершаютъ при переход® изъ дан- 


*) ЛЬ2дполалаетсл, что смловая функцяя 46. сдфдна3Значная 
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наго положен1я въ положен1е нулевое- 

За нулевое положен1е удобно принимать то, въ которомъ си- 
ловая функц1я имзетъ наибольшее значен1е, потому что тогда 
потевотальная энерг1я будетъ вездф величина положительная, 


Если система консервативная, то на оснонан1и уравн. (10) 
Т-18 - моим. 
Прибавляя къ обзимъ частямъ этого равенства пой, 5 * 
лучимъ: 


ТЕ -16)- (в) (пост). 


или 


Пен оо ЗЫ 


Сумма кинетической энерг1и (живой силы) и потенцфальной 
энерг1и системы назынается полной’ энефлфей системы. Обозна- 
чимъ ее черезь ® . 

Уравнен1е (12) выражаетъ законъ сохраненфя энефлфи; для 
консервативной системы полная энера1Я постоянна. 

Е-соиий. 

Когда на систецу, кром8 внутренних силъ, имжюцихъ потен- 
цталь, дфйствуютъ внишнфя силы, тогда полная энерг1я системы 
ве будетъ оставаться постоянной: приращен1е полной энерг4и си- 
стемы на н®которомъ перемёщен1и ея будетъ равно суми8 работъ 
внёшнихь силъ на этомъ перемфщен1и. 

Мы разсиотрёли, такимь образомъ, вс® три закона динамики: 
законъ движен1я центра инерц1и, законъ площадей или законъ 
мчоментовъ и законъ живой силь, которые, какъ уже было выше 


указано, имфютъ изсто для движен1я матер1и во всёхь ея фор- 
махъ. : 
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РЛАВА УТ. 


НОЩЕНТЯ ИНЕРЦТИ. 


Какъ мы уже знаемъ, моменломъ инеруфи системы относитель- 
но оси называется сумма произведев1й массъ ‘тачекъ системы на 
квадраты ихъ разстоян1й стъ этой оси; 


Ани 


г % 
и. 


Для твердазо тьла также 
9 = Ими, 
гдз и, обозначаетъ массу какого либо элемента тёла или той 
иатерфтальной точки, которая его замвняетъ, “ - ‘разстояне 
этой точки отъ оси вращен1я, и число слагаемыхъь безконечно 
велико; написанная сумиа можеть быть выражена интеграломъ. 

Мы будеиъ имёть въ виду, главиныъ образомъ, моменты инер- 
и{и т%ла, въ случав надобности внведеннвя ниже заключензя лег- 
ко распространяются на случай любой системы матерхальныхь з0- 
чекъ, 

Обозначииь моменты инерцфи тёла или какой-угодно системы 
вообще, относительно координатныхь осей ОХ ‚(У , (1 -оо- 
отвётотвенно черезь Д:, ® и(.. 

Очевидно: 


4- Хим) ь 
В- УР), 
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(- Улей 


Эти три момента инерц!и найдемъ, зная ‘три ‹сумыв: 
Уи, Ума, Ули. 


Въ случав твердаго т%ла эти суммы выражаются ивтегралами. 


Вели | плотность 1%ла, ду - объемъ элемевта тёла, то 
масса элемевта равна 


е 


и сумма Ух ‘ввразится интеграломъ: 


Лав, 
дл = д. д я 


позтоиу сумыа Уи представляется въ видё тройного инте- 
грала: 


еде зуда. 


распространеннаго на весь объемъ т%ла. 

Подобными интегралами выразятся суммы Уладй, Уи, я : 

Когда тёло однородной плотности, тогда К - величина по- 
стоянная и можеть быть вынесена за знакъ иктеграла; - это об- 
стоятельство облегчаетъ нахожден!е соотвётствующихь интегра- 
ловъ. 

Моменты инерн!и твердгго т%ла относительно координатнрхь 


осей 0% , 0“ | 0 могутъ быть выражены соотвётственно фор- 


мулами: 
&- ебу к 4.94 4%, 
8-Е 2"). де 4д. дм т : 
Сы уче. 


7910 


$ 1. Моменты инеруфи относительно осей, проходящихъ 


черезъ начало коофдинашь. Эллипсоидъ инеруфи. 


Найдемъ вьражен1е момента инерц!и т%ла относительно оси 
ОХ (черт.90), проходящей через начало координать и соста- 
вляюцой съ координатными осями углы © , в т. 

Пусть № одна изъ точекъ тёла. 

Кнадратъь разстоян1я 4$ (441 0% ) точки „№ (х, 

у, ) оть оси 0$ : 


- = о =, 
но 
он 61-х у хе. 
| /Р вю “ 

е. (4- ОЖ. сл (КО) - ооозлеоврииаяу 
| сл®довательно; Е 


т т 9, 
д. =ро)- (есаоомуеофинковы) } 


или, такъ какъ 


Черлехъ 90. соо со р еоЯуья ; 
д. ры „озылсо ео.) Севан. 56); 
откуда: 
ни 
-9 уз. 2000$ бов бохуеавмелор . 


Тогда иоментъ инерц1и т%ла относительно оси 0$ выразит- 
ся такв 


Зы зи Уиары+ сов Уи Кеть 
-Зоозвелор Удо - Ярра Уртаро- Коса лака Г 


Замжчаемь, что коэффиценты при кнадратахъ соз1пи3'овъ 


=:31- 


суть моменты инерц1и относительно координатныхь осей, обозна- 
ченные нами черезь А ‚® ‚( . Коэффицйентн при удвоенныхь 


произведен1яхъ соз{пиз овъ обозначииъ буквами ®Ф ‚@ , $ 
Э-Улы, 
&-Утях, 
4-Х. 


‚Суммы $ ‚ & ‚$ , называются произведенйями инеруёи 
(ргодисфз оЁ 1пегф1а, ргофи1{з 4е 1'1пегф1е) или уениробъяны- 
ми моментами инеруфи; для тёла они выражаются также соотвёт- 


ствующими интегралами 


9 мае еркаь ва у 
$ Аза фз: хадезчан т 
$: В Ь Кель дл. Чл я, : 


Такимъ образомъ, мы можемъ написать моментъ инери1и отно- 


сительно оси 0х, въ слёдующемъ вид® 


9-Доыл о б.соу-Я Чельбеоу-2 беозуерых 98 иво а <<) 
Эту формулу мы и имёли въ виду получить; съ помощью ея 
мы иожемь вычислить иомевть инерп1и относительно любой задан- 
ной оси, проходящей чефезъ начало коофдинатъ, если намъ изв\- 
стны моменты инерц{1и относительно трехъь координатныхь осей и 
произведен1я инерц{и въ трехъ координатныхъ плоскостяхъ. 
Весьма часто представляютъ моментъ инерп?и въ вид® произ- 
веден1я иассы на квадратъ н8которой длини; 
3-й 


длина 9 называется плечомъ инеруфи или родфусомъ инери и 
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вычисляется по формул%: Е 

- Моментъ инерц1и Ро всякой оси выражается н%ко- 
зорвиъ числомъ. Число, выражающее величину уг. можемъ ‘иза- 
бразить нёкоторымъ опредёленнымь отр®зкомъ, выбравши для эта- 
го опредвленный маситабъ. Условимся на каждой оси, проходяней 
черезъ начало координатъ, откладывать по ту и другую сторону 
отъ начала длину, изображающую У гд8 3 иоменть инерци 
отяосительно этой оси. 

Реометрическое мёсто всёхъ точекъ $, для которыхь ра- 
длусъ-векторь (Ф равенъ ту ‚ будетъь поверхность эллипсои- 
да, имвющаго центръ въ начал тих 

Вь самомъ дёлё, возьмемь точку З.т, +) ›,‚ лежащую на 
оси ОЖ. Координаты этой точки будут: 


хо ; уу “р $ *-у5 0 


Раздёлииь 06% части уравнен1я (1) на 2; нолучимь 


| В С-ОО- 26 АСЗ) 


отсюда 


4=4. А+ (9, Чу» -265=- о В, 


Уравнен1е (2) представлясть геометрическое мзсто зочекъ 
Ф. Это поверхность второго порядка, при томъ съ целтромъ въ 
начал координат; такъ какъ мошентъ инерцён относительно на- 
кой-либо оси вообще не нуль (сяждователько, У не -с® ) то 
вообще говоря, ни одна изъ точекъ поверхности (2). не находит- 
ся на безконечности и, слждовательно, урёвиен1е (2) изобрана- 
етъ эллипсоидъ; только въ одномъ частномъ случа, когда, пре- 
небрегая поперачнымь сёчен1емъ т&ла, иы разоматриваемъ его 


какъ прямолинейный отрёзокъ (чтовкая проволока), - уравненае 
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(2) изображаетъ крузлый цилиндр, ось котораго расположена 
вдоль по отрёзку *). - Г 
Элаипсондъ (2) называется эллипсоидонъ инеруфи тёла въ 
точк8 0. 
Вели мы злавныя оси эллипсоида инерцфи примемъ за коорди- 
натныя оси, тогда уравнен1е эллинсоида инерц?и будетъ: 


нь 368) 


и, слёдовательно, увниробажные моменты инерути въ этомъ слу- 
чап равны нулю: 
9-&-8-0 

Главныя оси эллипсоида инерц\и называются злавными осями 
инеруфи тьла и соотвётотвуюжщ1е имъ иоменты инерпйи злавными 
моментами инерцзи тплоа - въ той точкё, съ которою совпадаеть * 
центръ эллиисоида инерц{и; важное свойство главныхъ осей инер- 
ц1и заключается именно въ томъ, что для нихъ центробёжные мо- 
менты инорц1и равны пулю, 

Эллипсоидъ инерц1и, цонтръ котораго находится въ центр 
мяхести тьла, назьвается центральным». 

Главныя оси центральнаго эллипссида инерп1и назцваются 
зловными цантральными осями инеруфи тпла; ав номенты инерцйи 
относительно этихъ осей называются злавными центральными мо- 
ментами инерцфи пла. 

Воли злавныя оси инеруфи примемъ за оси координатъ, то мо- 
ментъ ивернфи охкосительно какой угодно оси, составляющей уг- 
дн © , р ‚Т ° отиыв осями, будет: 


3-А обо фойфа С за -(3) 


закиниъ образоиъ, моменть инерц1и -т8ла стносизельно накой-у0д-. 


но оси легко опредфляется, если ‘извёстин главные моменты инер- 


ы Крутлый цилиндр лы получимъ воообще ддя всякой системы 
наперёальныхь почеку, располохенныхь пс одной прямой зим4 и. 


че 


‚аи для одной изъ точекъ этой оси. 

Если 1&л0 иметь плоскость симметрти, проходящую черезъ 
разсиатриваемую точку, то одна изъ главныхъ осей инерц!и въ 
этой точк& будетъ перпендикулярна къ плоскости сицие?р1и. 

Въ самомъ дёлв, примемъ плоскость симметрйи за плоскость 
том . Вслёдотв1е симиетрфи каждому элементу тёла,  имбющему 
цассу м, и координаты х , Ч, $ ‚ соотвётствуетъь по другую 
сторону плоскости элементъ, имёющ1Й также массу ли, и коорди- 
натых , ‚ % ‚ волдств1е различуя знакавъ координаты % ‚, 
имвемз. 


©-Ужях -0 , 

9 Хи < бл 

и уравнен1е эллипсоида инери1и будетъ: 
42+ В+ (2-2 = =А 


Такъ какъ въ это уравнер!е х не входитъ въ первой ств- 
пени, то ось 0$ будетъ главною осью-эллипсоида, т.е ‚ глав- 
ною осью инерц1и 


Примпръ. Въ кругломъ однородномъ цилиндр% одна изъ плос- 
костей симметрфи есть нлоскость, перпендикулярная къ оси ци- 
линдра въ ея серединз, значить ось цилиндра есть главная пен- 
тральная ось инершШ и 

Затиъь, всякая плоскость, проходящая черезъ ось пилиндра, 
есть также плоскость симиетр1и, слёдовательно, вторья дв% 
главныя центральныя оси инери!и суть любыя дв прямыя, пернен- 
дикулярныя къ оси цилиндра въ ея средин8 и составляющая между 


собою прямой уголъ. 


Реофзма Главная центральная ось инерц!и есть `вы%ст8 съ 
Твиъ главная ось инерц?и для всякой точки лежащей на направ- 


лензи этой оси 


=2815- = 


Пусть 0% (черт 91) главиая центральная ось инерцфи, при 
З@ыъ начало координатъ совнадаетъ съ центромъ тяжести. 

Докажем$, что 03 есть въ то же время главная ось инер- 
цзи для точки Й , находящейся въ разстояни 4, о©тъ © 

Для этого вужно показать, 970 для точки и нентробёжные 
моменты инерп?и 5 и 6 равны нули. 

Возьмемъ новую систему координат съ осями: # 105, , 
Ж | 04 $5 совпадаетъ съ 0 ‚ Очевидно, новвя координа- 


ты какой-либо точки тфла будуть 


4-=, 
1, 
ев Е 
Центробжные моменты инери:и 5 р] 6 для точки 8 пред- 


ставляются въ вид%: 


ф= 2 ай 
6- Хде =Узмяек-) Ув ук...) 
Во 
Ушу» -0, 
я 
Утет-0, 


какъ нектробфжнье моменты 
инерцёи для ‘точки 0 .; зочно 
также 


Хх м, Уи 6 з 


`Чержежъ 91 закъ какъ начало координать 


*) Нэъ эжихъ формулдъ очезидно, что если злавная ось инер- 


ЛО -— 


въ центр$ тяжести; - такимъ образомъ центробзяные иоменты 9 
и © дая точки ® равны кулю- 


$ 2. Иоменты инезщи относительно парвллельныхъ осей. 


Найдемъ связь между мсментами инерцфи т%ла относительно 
параллельныхь осей, изъ которыхъ одяа проходить черезъ центръ 
тяжести. 

Пусть центръ тяжести тёла находится въ начал координатъ. 

Обозначииь моментъ инерции т®ла относительно оси ОХ чв- 
резъ 5). 

Очевидно: 

д- и +$). 

Найдемъ моментъ инерши 3: относительно оси #&% ‚ па- 
раллельной 0$ и пересёкающей плоскость 20% въ точкё ® , 
координаты которой обозначииъ черезъь © и ъ (черт.92): 


9-е + (у- И Урузанр Ума) вуаля #9; 
во 
Утах+ р ауте Ум 0, 
такъ какъ 
Улис-0 и. Ут 0, 


ибо начало координать есть центръ тяжести; псатому: 
ЗУ (== р “Ум @+ й = $ (< У ь 


ХИ 

‚Очевидно, (7+) есть квадратъ разстоян1я оси У, отъ 

оси 0% ‚ которое мн обозначииь черезь 9  Фогда ; 
я я 4 
$,-8.+Д.6. ар от . (4) 


411 дал нзкошорой точки проходитзъ черезъ цениръ тяжести, шо 


оне будежъ злазяою ценирадльною осью инерцзи. 


>97 = 


Лакимъ образомъ, момениъ инеруЁфи относительно какой-либо 
оси равенъ моменту инефцёи относительно оси параллельной, про-. 
ходящей черезъ цениръ тяжвсти, плюсъ произведенфе массы твла 
на квадратъ краачайшазо разстоянфя между этими осями. 

Факъ какъ это произведен1е величина всегда положизельная, 
то отсюда слздуетъ, что узнеральный моментъ инерц1и есть наи- 
иеньш1й изъ вспхъ номентовъ инерцфи относительно «параллель- 
ныхъ осей. 

Зная три главныхь центральныхь момента инерцфи тбёла & , 
У, © , ыы легко иожемъ опредёлить моментъ инерш1и 1ёла о7- 
носительно какой-угодно оси. 

Пусть гребуется найти иоцентъ инерц1и р относительно 
оси \% (черт.93), составляющей съ направлеваями координат- 
внхь осей углы о ‚|, т: 


Зеривхъ 98. Черивиъ 93. 


На основав1и формулы (3) моментъ инерцёи относительно оси 
$15 будет: 
4- обо лор Сео у. 
На оснопав\и формулы (4) 
5, 3-5 |. з 


сл®довательно: 


= $38 


3,-9 као +5. 

Такииъ образомъ мк легко найдемь моментъ инерц1и тёла ат- 
носительно какой-узодно оси, если наиъ будутъ извёстны три 
. главныхь центральныхь момента инерц1и т%ла. 

Съ помощью формулы (4) легко найти зависимость между ио- 
ментами инерц!и 3, и 3, относительно двухь какихз-угодно 
параллельныхь осей, отстоящихь отъ пентра тяжести соотвётст- 
венно на разстояв1яхь 8. и 8, . 

Если моментъ инерпфи относительно оси, параллельной дан- 
нымъ и проходящей черезъ центрь тяжести, обозначимъ черезъ 


$ ‚ тогда ва основанаи формулы (4): 
$-5.-21.5°, 
3-94. ; 
откуда 


2 3-5-26-&), 


$,-5,+1(5-&). 


Пфимпчанзе 

Верёдко говорятъ о иоментахъ инерц:и в%которой площади; 
соотвётствующ{я фориулны получаемъ изъ предьдущихт, полагая 
7-45; гд8 ФА есть элементе площеди 

Принимая плоскость данной площади © за плоскость 10 , 


имЗемъ для вс%хъ элементовъ площади %$- (. моменты инерц!и 


будутъ В 
4- 4.94, 


| =14ьву, 


произведензя инерц1и 


9-6-0 


9 ч.9 


эллипсоидъ инери1и для точки О въ пересёчен1и съ плоскостью 
3009 даетъ эллипс» 

4 ти = 1 ь 
который и называется “эллипсь инерц\и" данной площади въ 
точк® 0 


$ 3. Примъры опредплензя. моментовъ инерцфи твлъ одно- 


фодной плотности. 


1) Найдемъ моменты инерц{и прямозо параллелепипеда отна- 
сительно  коорди- 
натныхъ осей, про- 
ходящихь черезъ 
пентръ тяжести и 
параллельныхь реб- 
рамъ с! ‚Ъ Ем 
(черт.94). 

Для этого, какъ 
мы знаемъ нужно 


найти ‘три сумиы 


Чертехъ 94. Уи, У. 7 *, Ули, 
или соатвфтствующ1е имт интегралы 
Чтобы найтя Ям ‚› АФЗлимъ параллелепипедь плоскостяии, 


параллельными плоскости 009 ‚но безконечно малые параллеле- 


- 30 - р . ь ` 


пипеда; зозьмемъ слой безковечно малой толщины 9. 
Масса этого слоя будезтъ: 


пы. д, > 


ГВ к - плотность т%ла, а такъ какъ для всзхъ элементовъ 


= 


выдёленнаго слоя х одно и то же, то моментъ инерц1и слоя бу- 


детз: бот“ |, в, саябдовательно: 


Ута=- еее 284 «А -& бе Еее. 


} 8”! Е с.а, сесть масса всего 
параллелепипеда, которую мы 0964- 


значимь зерезъ ./[, ›; ‘сяёдовательно 


‘Вналогичнныь способомъ найдем: 


Ху в 2 


ве. 5х 
= ыы 


Теперь можемъ нанясазть интересую- 


Чертехъ 95, щзе насъ моменты инерц?и: 


д-Ущуо- ВО, 


8- Уи). В, 


е а елыр = нев. 


2) Найдемъ моменты инерпфи крузлозо НЯ радзуса 8. 
й ВЫССТЫ ь !, относительно коорлинатныхт осей, проходящихъ че-- 
резъ пентръ тяжести (черт.95). 


Найдеиъ сначала момевтъ инерп1и относительно оси пилиндра 
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(= Уль я 
РаздЪлимъ цилиндр на безконечно тонк1фе цилиндрическае 
слои; возьмемъ слой безконечно малой толщины Чл, , внутренний 
радфусъ котораго 4. р 


О0бъвыъ закого слоя будетъ равенз: 
| с [ди -л) 


Ирэнебрегая безконечно малою величиной второго порядка 
(уу ‚› получимь объемъ ‚слоя: 


нм, х 


откуда масса его; 
вал, 
Такъ какъ вс$ элементы слоя находятся въ одномъ и томъ же 


разстояв?и “> отъ оси 0% , то моментъ инерн1и его будетъ; 
О. 


Лакииъ образом: 
ый я 
6 Унтё уже реан ая (Ачн 9 | 


Обозначая черезъ 4 Е массу цилиндра (к: ЖА) ‚› полу- 
чим: 


аа. 


Вайдемъ моментЪ инерцфи цилиндра относительно двухъ дру- 
гихь главиыхь осей, для чего нужно найти сумин Ули", Хита, 


Ули 


Очевидно: 
Уре) -Хрыеь 
откуда: 


--5544-555--55=--5 = 


“ТВОРВТИЗЕСКАЯ ИВХАНИКА". Ч.ТГ, Проф. Н, В. ИВЩЕРСЕТЙ, 4. 21. 


РНН = 


Ух - Хай: 


Такииъ образомъ, найденный нами моментъ инерции 


Ъ “Утелу) - ЗУта-эУ чи; 
откуда: 
: 1.6.1 44 
Ума Ут т ох 
Найдемъ сумыу 
>\ % 
Ул 
Раздёлииъ цилиндръ на безконечно ‘тонкфе слои плоскостями, 
параллельными плоскости 0.0“ ‚; возьиемь слой безконечно ма- 
лой толщины 4 . Объешь элементарнаго слоя будетв: ьА, 4%, 
илоса к я :, ‘а моменть иверази Куб г ‘дл : ‹, такъ какъ сдля 
всфхъ элементовъ слоя 1 Одно и то же. Такимъ ‘образом: 


Уля т ТТ 9 Ч з и, 


сл®донвательно: 


4-95 В). 


3) Найдемъ моментъ 
ивери!и мора, рад1уса 
Я, :, отвосизельно ка- 
кой-либо оси, проходя- 
щей черезъ центръ ша- 
ра. . 

Раздёлимъ шаръ ша- 
ровными поверхностями 
иа безковечно тоикзе 


оферическ\е слои. Возь- 
мемь слой безконечно 
Чертахъ 96 малой толщины дн+, вву- 
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трений рад1усъ котораго равенъ 1, (черт.96). 
Объемъ лакого слоя будетъ: 


Ала) - Ао - Зуи бл) (9). 


Пренебрегая безконечно малыми величинами ‘второго и третья- 
го порядка, получим, что объемъ слоя равенъ Ала `, масса 
его 4, › (а слдовазельно, Ули ‚для ‘слоя будетъ равна 


ини ди,. 


Для всего вара сумиа У\лпуд” ввразится тогда такъ: 


Ут 5. фи 


$ 
=4Я. и -3 ‚49, 
ГдВ 4 р & п масса шара. 
у Уие-Уучеииий - 
ЗУ эУтий ани, 
сл®довазельно: 


п 
Ут Ум ИЯ 
Лакииъ образомъ, находимъ, что для шара моменты инерц{1и 
будуть: 


4-$-С-3 18. 


= 324 - 


ГЛАВА №. 


ДВИЖВЕТЕ ТВЕРДАРО 7344. 


Положен1е твердаго т%ла опредфляется, какъ взвёстно, изъ 
Кинематики, вообще шестью координатами; поэтому для опредёле- 
н1я движен1я твердаго ‘т%ла при дёйств1и данныхь силь достато- 
чно имёть месть дифференуфальныхь уравненфй. 

‚'Законъ движен1я центра инерцуи и законъ моментовъ даютъ 
эти уравнен1я. 

Пусть тёло свободно. Обозначим: черезъ д массу т%ла; Се 
4 ‚=, - координаты его центра тяжести; р и ‚: а мс- 
менты количества движен1я тёла относительно осей, проведенныхъ 
черезъ центръ тяжести параллельно неподвижным координатныиъ 
осямъ; У. с, \ , к - проекцфи главнаго вектора задавае- 
мыхь силъ, къ тёлу приложенныхь, такъ что: 


хх, 
\-Ух, 
7. 


«®) ® [3] 
№. , г, р он - главные иощенть этихъ силь относительно 
осей, проведенныхъ черезъ центръ тяжести параллельно непс- 
лвижнымь координатнымь осямъ. Дифференц1альныя уравнен1я дви- 


жея1я свободназо твердаго тё8ла представляются тогда въ видё: 


1; -У . нах) 


че, м, ыин к (0 


такъ какъ главный векторъ и главвый моментъ реаакцфи связей, 
обусловлинающихь неийзи$ няемость сисземн (твердость тёла),какъ 
силъ внутреннихь, равны вулю- 

Если Т®лО несвободно, 0 въ правыя части уравнен1й (т) 
вужно ввести еще проекц!и реакц1й опоръ, а въ правыя части 
уравнений (11) моменты этихъ реакц1й относительно осей, пра- 
веденныхь, какъ выше указано, черезъ центръ тяжести. 

Въ случа весвободнаго т%ла, имфющаго неподвижно закрёи- 
ленную точку, удобнзе брать, вызето трехъ уравненай (11), три 
уравиензя (Т1Т), содержане моменвы относительно  координат- 
ныхь осей ОХ. , 08) ‚ 01 , начало которых помфщено въ  нв- 


подвижной точка: 


т, а, а, о о ОН 


5: {. , д. , |= обозначаютъ моменты количества движен1я т%- 
ла ое координатныхь осей, а Т.., г, ы 1, - сум- 
мы моментовь относичельно т%хъ же осей данныхъ силъ и реакц:й 
опоръ. 

Когда 7%л0 несвободно, тогда число независимых коорди- 


натф *) иенфе шести, но зато являются неизвёстныя резкц1и. 


*) эво число называвлся цислонъ стопенви 
своооды тела, наприитръ, тпло, одна почка которазо зо- 


крьплена нвподвихно, импвшъ при степени свободы. 
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$ 1. Поступательное движен1в твердазо ттла. 

При постуназтельномъ движен\и ‘т3ла всё точки его движутся 
по тождественнымь кривныъ съ равными и иараллельными скорос- 
тями; слёдовательно, вс точки движутся такъ, какъ движется 
центръ тяжести. Такииъ образомъ т&ло не совершаеть  относи - 
тельнаго движен1я по отношен1ю къ центру тяжести; вслёдотвте 
этого моменть количества движен1я относительно центра тяжести 
будетъ равенъ нулю: 

в. 0 
а слёдовательно: 
0. 
60. 
в о. 


к = 


= 


Это же можетъ быть только тогда, когда главньй моментъ 


вс№хъ силъ относительно центра тяжести равенъ нулю, т.е. ког- 


да т,-0,, или 
12:9, 15:0, 1-0. 


Такимъ образомъ, для того, чтобы ‘твердое т&ло совершало 
поспупапельное движенае, необходимо, чтобн главный момент 
всё хъ силъ относительно центра тяжести быль равенъ нулю, т.е. 
чтобы вс силь, какъ известно изъ курса Статики, приводились 
къ одной равнодёйствующей, приложенной къ центру ‘тяжести 1%- 
ла. 

7 При дёйств:и такихъ силъ .э8ло будетъ двипаться поступа- 
тельно, если въ начальный моментъ скорости всёхъ точекъ равны 
и параллельны, въ частномъ случа, если т8ло было въ поков. 


примзръ представляетъь движен1е твердаго т%ла при дёйств1и 


ват: = 


силы тяжести, если только въ начальный моментъ ему сообщено 


поступательное движен1е или око находилось въ поко%. 


$ 2. Вращенфе твердазо тпла вокрузъ неподвижной оси. 


Ось вращен1я примеиъ за ось 0$ (черт. 97). Въ данномъ 
‘случав т8ло вызетъ одну степень свободи, и положенфе ‘его ‘впол- 
н% опредёляется угломъ поворота Ф 

„Волёдств1е этого для опредёлен1я движен1я тёла ‘достаточно 
имйть одно уравнен1е, содержащее одну неизвзстную функи:ю вре- 

мени, выенно уголь Ф 
„Факое уравнен1е, кзкъ уже 


указано на стр. 384- 985 -даетъ 


хе наыъ законъ иоментовъ въ при -- 
о | 
я \ ибненти къ оси ОХ ›: 
>. у 


Какъ мн знаемз, 4-9 гл 


Хх (. - моментъ -инерцзи т%ла. отно- 
9 а - & сительно оси 0% ›; поэтому 
в 
с. 
Чержежъ 97. Если рад1усъ инерц!и ‘т8ла 


относительно оси (0% обозначимъ черезъ © :, то 
4 = 
В 
С-№9°, 
и мы можемъ написать: 
ой 
49$ т. 
Здёсь г, - главный моментъ вс®хъ силъ, приложенныхъ къ 
тТ8лу, задаваемыхь и реакц1й, относительно оси вращензя. 
Тёло, вращающееся вокругъ неподвижной оси, ‘можно разсмат- 
ринать, какъ имёющее двф закрёпленныя точки и 0, `. Реакц1ю 
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въ точкё О обозначииъ черезъ Я ‚ & въ тачк8 0, черезъ Я 

Момевты реакц1й откосительно оси 91, очевидно, равны ну- 
лю, значитз: 

>. А. 

‘если обозначим черезъ Хь У, "С, проекция заданныхь силз, 
приложенныхь къ 7&лу, а черезъ х. ., 4: „ %, координаты  ихъ 
точекъ приложев:я. 

Каковы бы ни были данныя силы, г. ‘всегда можно выразить 
въ функизи отъ {| :, Ф, Ч *), ибо, какъ‘извёства уже изъ ки- 


нематики, координаты х. ', 4. У +, = сомлАюльь.) своёхь о- 
чекъ тёла выражаются черезъ уголь : 


<; 1. 6054+ 8), 
47 4+6 р 
гд8 т, в ©. величины постоянныя, са данныя силе в% ‘самомъ 
общемь случаё зависятъ отъ времеки, положен1й и скоростей то- 
чекъ тёла. 
Такимъ образоиь, законь номентовъ относительно оси ‘враще- 


в1я т8ла даетъ намъ сл$дующее уравнен1е: 


9-1. 0,4.9)..-222269 
Мы получили дифференцтальное ураввен1е ‘второго поряднка-то- 
го же типа, ‘который имзли въ случа прямолинейнаго движен1я 
зочки. у 
. Къ уравнензю (1) причпнимо все то изсялёдованзе дифферен- 
цзальнаго уравнев1я, которое изложено въ главз 11 -"Кинетики 
точки". 


Интегрируя уравнензе (1), мн найдемъ уголь ф ‚› вакъ фунвк- 


*)` Узловая скорость $’ войдетъ въ вырахензе ти молько въ 


томъ случает, козда при разсмоирен4и двиквеизя принимаешся во 
вниман3е сопротивлен+е среды. 
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цю отъ времени х › содержащую дв постоянныхь произвольных; 
Эти постоянныя опред$ ляются по начальнымъ ‘даннниз, э. е. по 
даннымь величинамъ угла ф и угловой ‘скорости ‚т%ла: Ф. и 
(4) о 3ЗЪ ОДИнЪ какой-либо опредвленный моментъ ‘времени 1. х 


0 


Отм8тимъ часиный случай, когда главный моментъ вс®хъ силъ 


обыкновенно полагаютъ 1 


о 


относительно оси 0я равенъ нулю, т.е. когда 
м 


Въ этомъ случав имвемъ: 


| 
откуда: 
ф'- сои. 


и, сл довательно, т%ло вращается равномирно ‘съ тою угловою ска- 
ростья, которую оно имВло въ начальный исиентъ. - 

Всли на твло дёйствуетъ только сила пялеспи, ‘то у в 
когда`ось (# или проходить черезъ центр тяжести эёла, или 
‘вертикальна. ТакииЪъ образом$, тяжелое твердое т&ло равномпрно 
вращается вокруг оси только въ двухь случаяхз: 1) когда ось 
проходить черезъ пентръ тяжести и 2) ‘когда ось ‘вертикальнё. 


Физическ1й наятниит, 


Разсмотримъ вращен1е .(колебанае) пяжелазо твердаго т%ла 
‘вокругъ горизонтальной оси, не проходящей черезъ пентръ тяже- 
сти. 

Ось вращен1я 22’ пусть будеть перпендикулярна къ пло- 
‹скости чертежа; она называется "осью привпса" мвятаика. Пло- 
скосзь 10%) ‘выберемъ такъ (черт.98), чтобы она ваключала въ 
‹себ% центръ тяжести З зала; точка 0 называется “центромъ 
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привпса". Ось 0“ напра- 
‘вимъ вертикально Вниз. 


Обозначим: 


09-й, 
-901- © ы 
. 904 ф 


Уголъ $, будемъ ‘выра- 
жать положительныме чис- 
лоиз. когда прямая 09 

находится вираво  стъ 


оси 04 1» отрицатель- 
нкиъ, когда 09 будетъ 
ие эз. влёво отъ 04] ‚; свъжа- 
коиъ случай ф- $ - Ф- 
Согласно уравнен!ю (1) диффоренизальное. уравнен1е двихе- 
нзя будетз: 


* 
ПЗ Лйко 3 
откуда, вводя вы%сто угла ф', уголь Ф, ‹, получиия: 
1 
4% 3% 
сое 4, 

Составииъ дифференцфальное уравяен1е движензя математиче- 
скаго (кругового) маятника (чер?.99), для чего воспользуемся 
извёсзЕБы уравнен1емз: 

оо у 
пуче - Коь(Е, 5) . 


Очевидно: 


откуда: 


881 °= 


и, слздовазтельно: 
| 0% 
п. т был, 


откуда: 


$ фич. 


Сравнивая уравнен1е движен1я физическаго маятника съ ура- 
внентемъ движен1я математическато маятника, замёчаемъ, что 
при {- т уголь 4) изы&няется при движен1и обоихъь маятни- 
ковъ одинаково, если только уголъ начальнаго отклоненая‹и на- 
зальная угловая скорость будутъ одинаковв. 

ь Тонииъ образом%, пфи движенйи 
Е >, физическало маятника узолъ ф, из- 
К ипняется такъ же, какъ и при дви- 

у жен4и матеиатическазо ‘маятника, 
длина котофазо равна квадрату ра- 

ай Офуса инерцфи физическазо маятни- 
ка относительно оси привпса, раз- 
| Овленному на разстоянфе центра тя- 
"#4. ‚ жести маятника отъ этой оси; при 

я этомъ предполагается, что въ на- 
чальный иомевтъ отклонение и уг- 

Чертехъ 99. ловая скорость для обоихъ маятни- 

ковъ одинаковв, 

Формула для продолжительности одного размаха, выведенная 
въ $ 4 га. У1Т '"Кинетики точки", ‘иметь исто и въ настоя- 
щемъ случаз. и 

Длина: 1-1 жазываезся приведенною длиною физическазо 
маятника, или длиною математическаго мгятника, эквивалентнаго 
данному физическому. 

‘Если сть пентра привёса О отложимь во прямой 09 длину 
0-1: # ‚ то точка ©' будетъ ваходиться по ‘другую сторону 
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отъ тачки $. 
Въ саномъ дёлё, момевтъ инерщи 1%ла относительно оси 0% 
будетв: 
33+, 
ГДВ З. - моментъ инерции относительно оси, проведенной че- 
резъ центръь тяжести, параллельно оси прив%са. 
Обозначая черезъ $ соотвётствующ1й рад1усь инерцЁи, па- 
лучима: 
До - В + 
откуда: 
ее 


Такииъ образомз: 


3,1% ы 
аа 
т.е., приведенная длина физическаго маятника равна разстояв1ю 
0% , сложениому съ нёкоторою положительною ‘величивов. 

Точка 0" ‚ называемая ценяром»ъ качанля, движется соавер- 
шенно ‘также, какъ.если бы она была тяжелою ‘точкою ‘математиче- 
сваго мзятника 00’. 

Прамая 1% г, параллельная оси привзаа и проходящая черезъ 
точку 0 ', Называется осью качан1й. 

Очевидно: 


слёдовазельно: 
09.09 - 1 

Такимъ образомъ, произведенфе разстоянй оси привваа и 
оси качав1й (или центра привзса и центра качан1й) отъ центра 
зяжести маятника равно кзадрату плеча инери!и для оси, праве- 
денной черезъ центръ тяжести параллельно оси привжаа. | 

Если ин перевернемъ нашь маятникъ такъ, что прямая 6$ 
сдёлается осью привваа, тогда разстоявзе ея отъ центра тяже- 
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& 
сти хе будетъ, очевидно, # , значить, разстоя- 


| н1е соотвётствующей оси качанзй отъ 4 , согласно 
7% сказанному, должно быть равно ©: -Ё. ‘, › т.е. со- 
| | отв$тствующею осью качан1й будезъ ось ро 

Такимъ образомз, ось ‘качан1й и ось привёса суть 
| взвимныя оси. 

| Указанное свойство осей прив%аа и качанай да- 


| еть возможность точно опредёлить приведекную длину 


Г даннаго физическаго маяткика: маяткикъ имёетъ дв% 
} 


| призмы & + „› изъ которьхь по крайней иёрё одну 


т 


иожно передвигать; эти призив устанавливаются на 
Чвря. 100. такомъ резстояв1и пругъ стъ друга, чтобь время ко- 
лебзн1я около ребра % и околс ребра > бело одно и то же, 
зогда 48 -[. 

Маятникъ съ двумя призизии & и ® казывается оборот- 
нымъ маятником; ‘- онъ служить, между прочииъ, для опредёле- 
н1я величины ускорев;я силы тяжести въ данномъ м$ст8 земной 
поверхности: для продолжительвости 4 одного размаха иаятни- 
ка при весьма малекхъ углахъ стклонев1й имфенъ извёстную фор- 
мулу: 

9-я , 
откуда: е 
[я 


3 


$ 3. Давленёе вращающазлося тзердазо тпла на ось. 


Въ предныдущемъ параграф для опредёлен:я вражен1я т%ла ва- 
кругъ оси при дёйств1и какихъ-либо данныхъ силъ мы воснольза- 
вались лишь однимъ дифферени1гльныиъ уравнен1емъ, именно т%ыъ, 


которое даетъ законъ иоментовт вт приложензи къ оси 0% 
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Остальныя паять дифферевиуальньхь уравнен1й (три уравнен1я 
движен1я пентра ‘тяжести и два упавнен1я моментовф)  послужатъ’ 
ваиъ для опредёленая реакцай ®,` УЗИ т) а & © 
У‘, 7") (черт.97), в сявдонательно ‘и довленйй вращающагося 
тёла на ось, - въ томъ предположен1и, что уголъ поворота Ф 
уже опредёленъ, какъ фувки1я времени. 

Уравнен1я движен1я центра тяжести будутз: 


Да-УхХАХЬХ,, 
Ал: ХУнУчУ, р 
4-77 7-0, 


(ибо % = л.), ‘а уравненфя моментовъ относительно осей ()Х, 
и 091 представятся вт видё: 


. (3) 


их) -ВУ, | 
4х, ых. 


(моменты реакц1й 9, относительно осей 0%, ‘и 04 равны ну- 
лю) к 
Тэекъ какъ вообще 


Уи - 5, 
Уч, ,-х, 8), 
а у насъ $, али. `, то, саздовательно, въ нашемъ случав: 
6-Учжа , 
- ими - 
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Такямъ образомь, уравиен1я (3) мы можемъ написать в$ Бад: 


| Умник: Ак У)-1У, зо 
| Упенны Ухо Х. } 


Первыя дна изъ ураввенай (2) и уравнев1я (3 ) дадутъ намъ 
четыре проекц1и ху. Хх , У' у третье же изъ уравне- 
в1й (2) дастъ намъ сумму У У Оздзльно проекц1й Я и 

. 7. ин не найдемъ, такъ какъ у насъ всего пять уравнений, @& 
веизвьствыхь проекц1й шесть. 

Примемъ плоскость, которая проходить черезъ 0% и обра- 
зуетъ съ 0х, уголь $ :, за плоскость $05 (черз. 101). Тог- 
да, очевидно: 


2; - $0059 1454, 
у; миф. 5ф, као ыОО 
% 5. 


Зная положенйе невтра тяжести тёла, ;$.6. координаты % : 


6? 
$. ‚Зе в по формулам» (4) найдеиь х., Ме 


у 


" р хе В..0059 - 1.5 , 

ей = зе им. 005 , 
ге и 5. - 

/ — $ 


Проекц1и ускореня ка- 

кой-либо очки 4, какъ из- 

К вв8стно изъ кинематики, вы- 
ражаются формулами: 


х;-.$- 5.4" з 


Чертежь 101 \- 54-1." Е 
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Примёнивши эти фориулы къ центру тяжести, мы посл$ под- 
становки въ уравненйяхь (2), получииъ: 


ЗИ ифеденьй 9 ЗИ бани ХХХ, 
Яаков) 9 (бану КУ КУ (9) 
9- уиЯ 74): 


Подставляя зат%мыъ вышеуказанкыя выражен1я 5. и Ч: вт. 


л&выя части уравненай СА получимз: 


Ур фа лы = 
бору нд чан и Узун. Ули 
Утки бмыя "Ули 
ооо ор бт ооо чЗ 
р Заи&чая, что суммы, стоящая въ правыхъ частяхь этихъ ура- 
внен1й представлякть центробзяные мощенты тфла и вводя приня- 


тыя нами для нихь обозначен!я, мы можемъ написать уравнен1я 


(3') въ вид®: 


-( (быку №4) + (бин + Фев) -ХуеД-кУ)- ВУ, | г 
(оч фан) - орз -Ф зи) УХ КХ.. 


Зная вращцен:е ‘тёла, т.е. уролъ поворота Ф › какъ фувкцаю 
времени, зная зат$иъ положенае центра тяжести даннаго т8ла, 
его центробёжные моменты инеризи 9 и * , мы можемъ опред%- 
ЯиТЬ пря ВСЯКИХ данньхъ силахъ давленуя на осв: изъ уравие- 


а 7! 
вая (3") находет Х. в У’, а подставляя полученныя отсюда 
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значевая въ уравнен1я (2 `), вайдемъ © Ра ; Кром тега, 
ииземз: 

ЕН; 
перемфнивши знаки у полученныхь значенйй, мы найдем соствёт- 
ствующ{я проекп?и давлен1я 9’ и 5' (черт. 102). 

Разложииъ кахдое изъ дав- 
ленй Фи 0)" на да о9- 
ставляющуя, изъ которыхь одна 
ваправлена вдоль оси, а дру- 
гая по перпендикуляру къ оси 
Для давлев1й вдоль оси Ч“, и 
ел иы находниь по предыдуще- 
му только ихь равнодёйствую- 
щую, которая будетъ равна сум- 
м8 проекций данвыхь силь на 
ось вращеня 07 ; давленая 


же, перлекдикулярныя къ оси, 


и 
«1 я. опредвляются внол- 
5 ' ОИ 
вв каждое стдёльно; ©’ и.’ 


называются боковыми давле- 
Чертехъ 108. взями на ось. 


Прфимпрз. Опредзлить давленфе на ось ияжелазо твердаго т%- 
ла, раввомёрно вращающагося вокругъ вертикальной оси. 

Факъ какъ въ настоящеиь случа ‹"- () ‘и проекцфия силы тя- 
жести ва оси (0) и (0)^] также вули, то ураввензя (2) пред- 
СРАВЛЯЮТСЯ ВЪ ВИДА: 


2 И лом уе зи) '+Х’ ы 


»ТВОРЕТИЧЕСКАЯ КЕХАНИКА", `З.ТГ. Проф. И. В. ИВЦЕРСКТЯ. 4.22. 
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-б® икризф) ф'- У‘ У", 
0: -2% АТ. 
преднолагая, что ось ){ нанравлева во вертикали вверхх. 
Далёе, при У [:, ураввеная (3%) примутъ выдз: 

: Й * „ 

(6.9 + ФФ). -- 49 У - 4 (зи) У’ 

- (без -Фзикр). р" о 24+ Ьх- 1950 пех". 
Изъ этихъ уравиен1й ин и опредёлимъ проеки1а резкий: Х' 

О и ы 2 
д Хх 5 м ‹а слФдовазельно, и боковыя давлен1я на ось; рав- 
нодёйствующая давлен1й вдоль оси направлена вкйзъ н равна в#- 
су тёла, з 

Если ось вращен1я проходить чефезъ цениръ пяжести, тогда 


$ =0 5 .- 0 ‚› И мы вызеиз: 


У--У, 
72-4, 
(5 Фоьд 1, 
-(беозо -8ч о хе. 
Въ этомъ случа мы видимъ, что боковое давлен:е на ось 


пропофффонально квадрату угловой скорости: - какъ въ точка 0, 


ТаЕЪ И БЪ ТСЧК® 6. ‚› боковое давлен!е равно: 


У от = 
т А, 
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$ 4. Свойства злавныхъ осей инерцфи врацающазося тпла- 


Разсмотрииъ 1% случаи, когда вращающееся т%ло не оказыва- 
етъ боковозо давленля. на ось зраценля. 

При этомъ будемъ предполагать, что силы совсёиъ не прило- 
жены къ т%лу, или он% приводятся къ одной сил, параллельной 
оси, или въ парв силъ, плоскость которой перпендикулярна къ 
оси вращен1я. 

Во всвхь атихъ случаяхъ проекц:и данных. силъ на оси 05%; 
и 09 и главные моменты ихъ относительно этихь осей, очевид- 
но, равны нулю: 


$ 
Их $) -0, 33, а # 
Фе 8 $ 
Зах) - 0. о илья 


Уравиен1я (2) и (3") въ этихъ случаяхь примутъ видъ уран- 
нений (4) и (5): 


4 х-Х’, 
и-учУ', кт... 
Дает 


- (650 -® зи) $ (69а "ВУ, 
—(бзтф+ се). 9-(605д-Фзи) 4" К } 


Найдемъ условфв, необходимое и достаточное для ‘тозо, что- 


бы боковое давленфе на ось было равно нули, т.в., чтобы: 
з 


Х-0, У*0,Х-0,5-0. 
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Изъ ураввен1й (4) слёдуетъ, что для этого необходиио, чта- 
би: 
о НО 
т.е., чтобы ускорен1е пентра тяжести било равно нулю; но во 
вращающемся т8л8 ‘только точки, лежащая на оси вращен1я, имё- 
ю?ъ ускоревфе, равное нулю, значить необходимо, чтобы ось вра- 
щцен1я проходила черезъ центръ тяжести. 


Изъ уравнензи (5) слёдуетъ услов4е, необходимое для того, 
чтобы Хи У'-0. 
—боо5ф-Фн) 9+ (В+) фо, 
-(б.яио4Яеобр). - (054 Фик 6 


Исключая изъ этихъ двухъ уравнений угловое ускорен1е, на- 
ходимъ услов1е: 


(6 оыр-Я и (©5иф бое А 0 
(+ $°). ф" 0. 


Если ТВло вращается, то угловая скорость отлична отъ ну- 


ля, значить, для того, чтобы боковое давлен1е на ось равня- 
лось нулю, необходиио, чтобы: 
6'+9*-0 
и это тогда, когда 
6-0 м 9-0 
Мы такимъ образомъ нашли, что для того, чтобы твло не ока- 
зывало бокового давлев1я на ось, необходимо, чтобы ось враще- 
нзя проходила черезъ центръ тяжести и чтобк центробфжные мо - 
менты относительно этихъ осей были равны нулю. - 
Эти услов1я визст® съ твмъ достаточны, иба, @сли центръ 


тямести находится на оси вращеная (л.-0 х ^ 0 ), тогда: 


= 343 - 


Хх+Х'-0, 
У+У’-0; 


а если 97-0 и 6=0 ‚то Хх-0 и х- (), 2 солздонатель- 
но и Х'-0  У-0. 

Когда центробъжные моменты инерц{и 9 и © равны ну- 
лю, тогда въ уравнен1и эллипсонда инерц1и исчезаютъ члены, со- 
держащ:е Х въ первой степени, значитъ тогда ось 0% направ- 
лена по главной оси эллипсоида инерц!и; но если ось О% есть 
главная ось инерци для точки ©, то она есть главная ось 
инерцзи и для центра тяжести, ибо центръ тяжести находится на 
оси ()% (ом. главу УТ). 

Такимъ образомъ, изъ всего сказаннаго мы иожемь сдЪлать 
слёдующее заключен1е: пвердое ппло не оказываетъ боковыхь да- 
вленфй на осъ, при вышеуказанныхь предположензях относительно 
заданныхь силъ, тозда и шолько тозда, козда ось вращенля. есть 
злавная центральная. ось инерцфи пла. 

Если 1&л0 не оказываетъь бокового давленфя на ось, значить 
нёть надобности закрёилять эту ось; волёдств1е этого каждая 
главная центральная ось инерцзи т%ла назинается свободною по- 
стоянною осъю вращенфя или перманентною осъю враценля; - если 
тВлу будетъ сообщено вращен1е вокругъ одной изъ главныхь цен- 
тральныхъ осей ‘инерц!и, то, при вышеуказанныхь предположен{- 
яхь относительно силъ, т8ло будетъь продолжать вращаться ва- 
кругъ этой оси, при чеиъ ось будетъ сохранять первоначальное 
направлен1е въ пространств® -и въ томъ случаё, когда ни одна 
изъ ея точекъ не будетъ закрзплена. 

Положииз, что почка () оси закриплена. Нэйдемь услов+е, 
необходимое ‘и достаточное для того, чтобы боковое давленае на 


дфузую почку 0, фавнялось нулю; при этомъ будвит преднола- 
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гатв, что данныя силы или не приложены къ т$лу, или приводят- 
ся къ одной сил, линфя дёйств:я которой проходить черезъ тач- 
ку 0, или къ парф силъь, плоскость которой перпендикулярна къ 
оси 00,. 

йзъ уравненаи (5) слЪдуеть, что для того, чтоб Х’- 0 и 
У“ 0, необходимо и достаточно, чтобв 9-0 и 6-0, т.е., 
чтобы ось вращен1я была главною осью иверцйи тёла для точки 
0 ; но при этомъ центръ инерц1и т$ла можеть быть и вн оси 
вращен!я, 

Такииъ образомъ, если ось вращен1я т%ла им%етъ одну за- 
крёпленную точку, то боковое давлен1е на эту ось, стремящееся 
повервуть ось около закр%иленной точки, будетъ равно нулю, при 
указанныхь выше предположен1яхъ относительно данныхьъ сил, тог- 
да и только тогда, когда эта ось будетъ злавною осью инерщи 
тъла для закрипленной точки, 

Отсюда слфдуетъ, что если возьмемъ за ось вращеня т%ла 
главную ось инерцЁч для какой-либо точки, то для того, чтобы, 
‚при указанныхь выше предположен{яхъ относительно данныхь силь, 
т®ло вращалось вокругъ этой оси, не заставляя ее изывнить на- 
правлен1е, необходимо и достаточно, чтобы вышеупомянутая оч- 
ка той оси была закрёплена; - злавная овь инвр\фи тъла въ ка- 
кой-узодно почкт есть пефманентная. ось вращен1я, ‘козда эта 
точка запроплена. 

Въ заключен1е укажемъ два олюдствфя, вытекающ1я изъ пре- 
дьдущаго. 

1) Пусть т8ло свободно и силъ къ нему не приложено. Вели 
мы сообщииь т%лу угловую скорость вокругъ главной ценараль- 
ной оси инерфи, то тВло будетъ предолжать вращаться съ 30ю 
же угловою скоростью вокругъ той же оси, которая будетъ сохра- 
нять неизи&ннымъ свое направлен1е. ; 


„Воли же мн сообщимь т5лу угловую скорость ‘вокругъ какой 
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либо другой оси, т0 съ теченфемъ времени ось вращен1я тёла бу- 
деть изифнять свое направлензе. 

2) Пусть т%ло имфеть зоакрапленную точку и данвыя силн или 
не приложены въ 1т8лу или приводятся къ одной, проходящей че- 
резъ закр®пленную точку, какъ это имфетъ изсто, напримйръ, въ 
зомъ случаз, когда на тёло дфйствуютъ силы тяжести и центръ 
тяжести закр8иленъ. 

Если мы сообщимь т6лу угловую скорость вокруз® тлавной 
оси иневруцфи для закрфиленной ‘точки, ‘то ‘тёло будетъ продолжать 
вращаться съ тою же угловою скоростью ‘вокругъ той же оси, ко- 
торая будетъ сохранять неизмёниыиъ свое направлен4е. 

Если же мы сообщимъ т%лу угловую скорость ‘вокругъ какой 
либо другой оси, проходящей черезъ закрфпленную точку, т0 съ 
зтеченемь времени ось вращенфя т8ла будетъ измвнять свое на- 


правлензе. 


На основан{и ‘сказаннаго выше о боковомъ давлензи вращак- 
цагося ?&ла на ось, при ‘изготовлен1и‘такихъ‘машинныхь частей, 
которыя должны быстро вращаться, какъ, напримёръ, маховое ко- 
л@с0, паравозкое колесо и т.д., для того, чтобы по возможно :- 
сти уменьшить давлензе на ось, всегда стараются такъ обточить 
эти части, чтобы ось вращев1я совпадала съ ‘главною централь- 
ною осью инернфи. Всли такое совпаден1е не достигнута, то дав- 
лензе на ось, которое, какъ мы видёли, зависить, между  про- 
чниъ, отъ 5ихр и с05ф › виранается въ томз, что происходять 


колебан1я сси‘и удары ея о подшипники. 
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$ 65. ДвиженАе твефдазо тела, параллельное непод- 


викной плоскости, 


Въ Кинематик® было указано, что для изучен1я движен!я 
твердаго т%ла, параллельнаго неподвижной плоскости, достаточ- 
но разсиотр%ть движев1е той плоской фигура, которая получает- 
ся при пересжчен1и ?%ла какою-либо плоскостью, параллельной 
неподвижной; ив возьмемь *у фигуру, въ плоскости которой за- 
ключазтся центръ тяжести т%ла; эту плоскость примемъ за пла- 
скость 509 ; тогда для опредзлен1я движен1я т8ла достаточ- 
но опредёлить движенфе центра тяжести (его координаты 5х, 4} 
и уголь поворота ($) фигурь вокругъ пентра тяжести, какъ фун- 
ити времени. 

Для опредзлензя трехь неизвёстныхь х, , Че и ф нужны 
три уравнен:я; дна изъ нихъ даетъ законъ движен1я центра тя-. 
жести, третье - законъ моментовь ‘въ иримфнен1и къ вращен1ю 
вокругъ оси, проходящей черезъ центрь тяжести. : я 

Если иоментъ инерц1и т%ла относительно оси, проведенной 
черезъ центръ тяжести перпендикулярно къ плоскости фигуры 
(1 0% *), обозвачимъ черезъ о ‚ в сумму моментовъ всёхь 
приложенныхь къ т$лу силъ относительно той же оси через .’ 


то дифференцуальныя уравнен1я движен1я т%ла будут®: 


Иез, 
4.-СУ, р ЕВ 
8,9-15.. 


Если данное т&ло несвободно, то въ эти уравнен!я мы долж- 
ив ‘ввести какъ реакифи (ифрмальныя) опорз, закъ и вилы трев1я. 
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При движен1и т%ла по изкоторой поверхности, предполагая, 
что движенйе параллельво ифкоторой плоскости, различаютъ три 
случая движен1я; - говорятъ, что т%ло совершает» 

1) скольжен1е по поверхности, когда точка прикосновен1я 
7ёла къ данной поверхности сохраняеть неизм&нно авое положв- 
в1е на поверхности т%ла, т.6, когда путь, проходимый точкой 
прикосновен1я по т%лу равенъ нулю; 

2) катанйе, когда пути, проходиине точкою прикосновен1я 
по тёлу и по поверхности, имжютъ одинаковую длину; 

3) скольженйе, соединенное съ каман{емъ, когда длины пу- 
зей, проходимыхъ точкою прикосновенфя по т%8лу и по поверхно- 
сти имвютъ различныя длины. 

Во возхъ атихъ случаяхъ, вообще говоря, существуютъ си- 
лы тренля, действующая въ общей касательной плоскости. 

Опыты показали, что отношен1е силы трен1я къ нормальной 
реакц1н опоры зависить только отъ степени шероховатости с5- 
примасающихся поверхностей, т.е. отъ иатерфала и его обра- 
ботки, и при существован1и скольжен1я, хотя бы и соединенна- 
го съ катан1емъ, равно н®которой постоянной величин®, назы- 
ваемой коэйфищентомъ динаиическало треная; - коэффиценть 
динамическаго трен1я вообще меньше коэффиц1ента статическаго 
трен1я. 


Примпръ. Разсмотримъ движен1е тяжелаго, однороднаго круг- 
лаго цилиндра по наклонной плоскости, составляющей съ гори- 
зонтомъ уголь 0< (не - 90°), причемъ будемъ предполагать, . 
чт0 существуеть сила-трен1я между плоскостью и цилиндроме. 

0сь 0%, ваправимъ по линфи наибольшаго ската внизъ (черт. 
102), ось О маюже внизъ. Обозначим»: рад1усъ цилиндра © ‚ 
масса его .Д{, ‚ коэффицаентъ динамическаго ‘зренфя у .. 

Пусть въ начальный моментъ 
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в скорость  пи- 
линдра равна ну- 


лю. 


Обозначая 
зормальную реак- 
Чершежъ 108. ц1ю плоскости черезъ 
&, а силу трентя черезь К (К-ЁЯ), получиымь на оснона- 
в1и уравнен1й (5) сл®дующая дифференцгальвыя уравневуя ‘движе- 
ня: - 


Е «В. х- ато Е 


Луи ®, 0. 68) 
АР. 
Очавидяс, разстоян1е центра тяжести цилиндра от$ оси ().Х, 
постоянЕо: 
$ =. Ф , 
сяздовательно: 


зы 
и на оснанаи:и второго изъ уравиензй (5') находим: 
Я - Ла еовы 
Факимъ образомъ, сила трен1я будетз: 
Е- сое, 
Нодставляя найденную величину силы трен1я въ первое изъ 


уравнен1й (5'), получимъ по сокращен1и на .\, 


енд нина ВО ны об 


== 


хе ф(5мьо- р 6050) = сом. ; 


откуда, принимая во вниманфе начальныя даннья, находимъ: 


хх (бо о, 


х.- Зо (ба- ь. 


Нодставляя величину силы трев1я въ третье изъ уравненай 
(5'), получиме по сокращензи на «бо: 
Ф 


4 2 Чико, з 
х 
откуда, принимая во вниман1е начальныя услов1я, найдемз: 


9 = узо 


ф= Е овх Е 


Разсматримъ какое днижензе будетъ совершать нашъ цилиндръ 
при различныхь значев1яхъ коэффипзента трен!я. 

Скольжене будетъ, очевидно, тогда, когда уголь Ф (все 
время будетъ равенъ нулю, чт0 возможно только нри &-0:, т.е. 
при условфи, что тжло я наклонная плоскость вдеально/ гладк:я. 

Разберемъ случай, когда коэффин1е,тъ | не равенъ пулю. 
Путь, проходимый ‘точкою прикосновенуя по наклонной плоскости, 
равенъ: 

00'-х., 


а путь, проходимый ею по поверхности цилиндра, равенз: 


ох - $... 


Разница длинъ обоихъ путей будетз: 


х: © Зои №. 
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Отсюда сл®дуетъ, что когда 


4 >эк, 
1 < $9 . 

тогда мы имфемъ случай скольжен4я, совдиненназо съ катан1виъ; 
НН. 


получаемь, какъ предёльный случай для нашихъ фориулъ, случай 


т.е. когда 


когда же 


чистазо катан{я; при большихъ значеняхь коэффип1ента тре- 
н1я: 


\ 25 бы , 


наши формулы не им$ютъ мёста. 


ГЛАВА. Х 


РБОРТЯ УДАРА. 


$ 1. Измьненфе количества движёнзя и импульсъ вилы, 


При движен1и т%ла (въ частности, матер{фальной точки), 
встрАчаются такфе случаи, въ которыхъ скорость т8ла значитель- 
во изызняется въ чрезвычайно малый промежутокъ времевя. 

Такое явленфе называется ударом». 

Какъ прим$ръ можно указать ударъ упругаго шара о с?%нку. 
Въ иоменть встрёчи со стёнкою №® (черз.104) шаръ имёль н&- 


Чермехъ 104. 
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которую скорость ®. ‚ отражается же 
онЪ отъ стёнки со скоростью %, ка- 
торая отличается отъ предьдущей, во- 
обще говоря, и по величин и по на- 
правлен1ю. 

Изизнен1е скорости хх, в ско- 
рость 9, происходить въ соль ма- 
лый промежутокъ времени, что обык- 
вовенно говорятъ, хотя не точно, что 
скорость измёняется мзновенно;- пе- 
реифщенлемь т$ла (точки) аа этот 
промежутокъ времени, представляющяй 


продолжительвость удара, всегда пренебрегаютъ. 


Разсистримъ приращеве количества движен1я матер{альной 


точки за нзкоторый промежутокъ времени, 1.6,, геометрическую 


разность мехду количестнами точки въ концё (и въ начал этого 


промежутка. 


Воли 4% (чер?.105) количество движен1я точки въ моментъ 


Чертахжъ 105. 


17 , АУ, - количество 
движен1я въ моиенть ян и 
если ДЗ, + д% по $$ 
и будетъ геометрическое 
приращен1е количестна 
движен1я. 

Изъ  дифференцааль- 
нвыхь уравнен1й движен1я 
точки 


т -Х , 
ый 3/5 


д 
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гд8Х. 5% ВА ‚ обозначають проекц!и равнодёйствующей всзхъ 
силь, приложеяныхь къ 1995$ *), поыноживь 06% части казждаго 
изъ нихь ва 0 , получим: 


+ (тизе!) =Х Я, 
4(тьу)-У 4%, О: ВЯ, 
Чтья') 2. 4. 


Ивтегрируя 06% части кахдаго изъ атихъ равенствъ остъ нё- 
котораго момента $. до нзкотораго исиента 1, ‚ получиие: 


1 
(тез), (1ы).*. ХХ, 

“ 1 
| т 
(тж) ,- (пуз'), = / 7..4. 


Въ л&выхь частяхъ уравнений (1) имзеиъ проекц1и на коор- 
динатныя оси геометрическаго приращен!я количествз движенйя 
за время отъ момента и до момента “, . 

Интегралы въ правыхъ частяхь уравнев1й (1) мы можемь раз- 


смазриватъ, какъ проекдёи на координатныя оси нёкотораго век- 
тора ю : 


*) Въ число этихъ силъ, козда точиа несвооодна, входить и 
реакц:я поверхности или реакцфя кривой. 
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Векторъ 5 ‚› опредёляемый зтими нроекц1ями, называется их- 
пульсомъ силы Е(Х,У.Ь) за время отъ момента 1, до мо- 
мента + *).. 

Вь томъ случа%, когда сила во все время отъ %, до ф. сс- 
храняетъ постоянное направлен, то импульсъ ея направлен по 
той же прямой, Е если величина силы равна К ‚ то величина им- 
пульса будеть [Е% . Пусть,  напримёръ, сила [ остается 
параллехьной осн 0% ‚ тогда, очевидно: 


9.05%, - 555,4) -0, 
р ; ыы 
Чае $5 Е 


№сли при постоянствВ направлен1я сила постоянна по вели-. 
чинп, то пипульсъ силы равень произведен1ю ‘величины ея на 
промежутокъ времени: 
Е(-). 
Примпръ. На тачку дайствуеть сила тажести. 
0сь 0% ваправииъ по вертикали вверхъ. 


Очевидно: 


Х-0, У-0, 1-ти. 


Проеки1и иипульса силн тяжести на координатныя оси будутз: 
$05(5,Х)-0, 
$.05(5,4) =0 , 


ж) Безконечно малый векжоръ, проекц{и которазо на хвор. оси 
равны произведензямз: Хой, Уя, 74 називселся эленен - 
парнынъ импульсом ъ сиды: онъ всезда нпаправ- 
ленъ по напроавлен?ю силы и равенъ произведен:ни величины силы 


на оезковечно малый промехужокъ времени. 
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5.35, )--ть4 (1) ; 


значить импульсъ по величинВ равенз: 


5-4 -%) 
и направленъ по вертикали внизъ. 
Если сила измюняетъ свое направленфе за время отъ $, до 
4. ‚ то для опредфлен1я импульса силь ин должны знать, какими 
функифями времени выражаютъ ея проекнфи нг координатныя оси. 
Уравнен1я (1') выражаютъ слёдующее предложен1е: 


Реонзтрическое прифащенфе количества движвнфя точки за нп 


который пронвлутокъ времени по величинь и направлен1ю Бавно 
иипульсу силы, къ почкь приложенной, за тотъ же пфомелутокъ 
вфемени *). 


Это можно выразить и однимъ геометрическимъ уравненземз: 


АИБС Фон. кообньянаыны ВИ 

Уравненте (2) позволяеть вамъ р®ёшить двф задачи. 

1) Зная измфнен1е скорости точки за н%который промежутокъ 
времени, опредёлить импульсь силы зас тотъ же промежутокъ. 

Зная изизнен1е скорости, знаемъ изивненфе количестне дви- 
женя Бели д и ДУ (черт.101) количестна движен1я въ мо- 
ченти 7, и $ ‚ то №5-ЕФ, исесть иипульсъ силк- 

2) Зная скорость точки въ моменть {. и импульсь силы за 
промежутокъ времени отъ $. до т. ‚ опредёлить скорость въ 
моментъ <. < 

Если У. - количество двихен1я въ исменть 1, ‚ ЗАЛ» 
- импульсь силы за промежутокт времени отъ 7 до ‹, то , 
есть количество движен1я 7И/) въ моментъ А, ; раздёляя его 


на ли, иайдемъ скорость 5 


*) Уравнен:я (1) зырахаютъ вахое хе предложен+е для оез- 


хонсчно малазо промехужка времени. 
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Если скорость точки въ моментъ 1 равна нулю (9-0 ), 
тогда импульсъ силы за время отъ 4, до $ равенъ по величи- 
н% и ваправлен1ю количеству движентя точки въ иоменть й : 

ли, 

Вь случаВ посшолнной (по величинв и направлен1ю) силы Хх, 


на основан1и зышейзложеннаго при. 3%,=( будемъ ниёть: 


А-Ю-мм, , 
Аб, 
ии 


откуда 


о, 


3.6. въ этомь случа для получен1я нзкоторой скорости мы долх- 
ны приложить во столько разъ большую силу во сколько разъ бу- 
деть меньше промежутокъ времени, вф течен1е котораго она долж- 
на д®йствонать. 

Вообще, сила, которая дЪйствуетъ во время удара и обусло- 
влинаеть быстрое, значительное изыфнен1е скорости, такъ вели- 
ка, что по сравнен1ю съ нею такими силами, какъ силы тяжести, 
силы притяжен1я и отталкиван1я, можно пренебрегать. Въ случаз 
удара шара о ст%ику (точки о поверхность) чрезвычайно быстрое 
изыбнен1е скорости шара (точки) производить рфеакдя ствики 


(поверхности), направленная по нормали къ посл®дней. 


$ 2. Ударъ точки о поверхность 
Опредёлииъ скорость точки посл удара ея о неподвижную па- 
верхность. 
Пусть точка .Д(’ (черт.106) встрёчаеть поверхность 0 со 


скоростью 9), , которая составляеть съ нориалью.\ къ поверхна- 


"ТЕОРЕТЯЧЕСКАЯ НЕХАНИКА" Ч ГГ. Проф. Н.В. ИВЩЕРСКТИ.. Л 23 
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сти ифкоторый уголь, равный 
(180°—1,), причемъ уголь ^, на- 
зывается узломъ паденёя; зат®ыъ 
точка отражается атъ поверхности 
съ ийкоторою скоростью 9, , к- 
торая составляеть съ нориалью 
уголъ-. ‚ назвкаеивй узломь ош- 
роалензя. 

Байдемъ скорость °. . Пре- 


$ вебрегая, на оснонанфи ‘сказанна- 
го въ кони $ 1, воёми силами, 
Чертехъ 106. приложененыи къ `точкз, кром 
реакц1и поверхности, замёчаемъ, что, такъ какъ эта реакц!а па- 
стоянно направлена по нориали ХХ ‚ то импульсъ силы все вре- 
ия направленъ по ат0й нормали, значить и геометрическое изиё- 
ненфе количества движензя, а слёдовательно, и геометрическое 
изызнен1е скорости, направлено все время во норизли /.. 
Такимъ образоиъ, изыфнен1е скорости Д® || ДЛ. 0тсюда 
слёдуетъ, что при удар точки о поверхность, проекцёи скорос- 
тей 5, и 9%, из касательвую плоскость одинаковы и равна. ((, 


(гдё ДО 1 ЛХ). янь: 
ими = МИ, . . (3) 
Для нахождентя проекц{и скорости <’, на нормаль, надо 
принять во вниман1е упруг1я свойства точки и поверхности, о 
которую точка ударяется. 
Степень упругости характеризуется нёкоторвыь коэффицлен- 
томъ К ‚› который называется коэйфич4енаом* возстановлензя- 


Коэффиц1енть возстановлен1я заключается всегиа въ предк- 
лахъ оть О до 1: 


РР. > 
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Въ случаз совершенной упругости: #-1 ; вь случав совер- 
шенной неупругости &-0 , -в случа несовершенной упругос- 
ти: ь 

о<&<ч. 

ПроекцЁя скорости ©”, ма кормаль выражается въ зависиио- 
сти отъ коэффицфевта возстановлентя и проекизи скорости 37, 
слфдующниь образоиз: 

9. соч, - К, со .. ЕЕ: 

Уравнен1я (3) и (3,) даютъ изыъ возможность опредёлить 
скорость 7) › зсли извЪъстна скорость 2. # коэффицфенть воз- 
становления: находим проекцфи скорости 7, на касательную 
плоскость и на нормаль: 


Коми, , 
Я -о, ил, ; 
иножниъ «(а на коэффицаевтя возстановлен1я: 


ДЬ-КЛЭ- Ел со, ; 


геомстрическая Зумма зекторовь ‹{(С, и № и есть скорость 3. 


Дьля равенство (3) на (3,) находимз: 


цу, 


откуда: 


1.е. коэффицаекть зозставовлен1я есть отвошен!е тангенса угла 
паден1я къ тангенсу угла отражен1я, - это обстоятельство пс- 
зволяетъ намъ опредёлять коэффиценть всзсзановлен1я изъ опн- 
зз. ‘ 
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ый 


$ 3. Соудафенае шаров® 


При соударенфи дзухъ шаровъ ударъ называется прямым® тог- 
да, когда` эти шары не вращаются и при томъ скорости ихъ цен- 
тровъ направлены по прямой, соединяющей пентры. 

Пусть дань два шара, центры которьхъ © и С’, а массы 

соотвётственно ^и\, ил, 
же = Е ы . (черт. 107). 


№ Обозначиит; черезъ 


1, тот моменте, ВЪ 


/ который шарн сталкива- 

2 —- ются между собой; ско- 

рости шаровь С и (' 

Чаршежь 107. въ этотъ момент соот- 

ввтственно черезъ ©, и, , затзыъ черезъ 1, тотъ мо- 

мектъ, когда ударъ окончится, и соотвётственныя скорости ша- 
ровъ черезъ Х, ил . $ 

Чтобы различать направлен1я скоростей, условимся принисы- 
вать 5, ‚М, , , ‚М. ›, знакъ + ‚ когда скорости направлены 
вправо, и знакъ - , когда онз направлены влёво. 

Легко вид®ть, что ударъ шаровъ произойдетъ въ моментъ 4. 
только при томъ услов1и, что > м. . 

Посл встрёчи шаровъ въ одной точк8 пентры ихъ начинаютъ 
сближаться, такъ что происходить леформац1я шаровъ около точ- 
ки встрёчи (первый актъ удара). Этой деформаш1и протизодёйст- 
вуютъ силь реакц1й, которыя стремятся раздвинуть шары и пра- 


изводятъ, слёдовательна, въ теченае нерваго акта удара отри- 


*) Выводы, къ которымъ мы приходимъ въ этомъ $-ь,  инпютъ 


приложена, напримьръ, при разсмошрьн4и вопфосовъ о ковки. 


== 


цательную работу, Въ нёкоторый моментъь разстоян1е между цен- 
трами становится наименьшимъ и шары стремятся затфиъ возста- 
вовить свою форму (второй актъ удара), - силы реакц!й произ- 
водятъ положительную работу; наступаетъ опять моменть, когда 
шары прикасаются въ одной точкё и ударъ оконченъ. 

Опредёлимъь скорости шаровъ послю прямозо удара, если из- 
вЪотны скорости до удара. 

Воспользуеися прежде всего закономъ движен:я центра тяже- 
сти. Внёиними силами, наприи$ръ, силами тяжести, мы при ударз 
пренебрегаемъ, принимая во вниман1е лишь реакц{и, которыя какъ 
силы внутреннйя, на движен1е пентра тяжести не имфютъ никако- 
го влфянуя, ол%довательно, общ1й пентръ тяжести обоихъ шаровъ 
движется прямолинейно и равномёрно и потому посяв удара онъ 
имветь ту же скорость, что и до удара. Такъ какъ удар пря- 


мой, тс эта скорость выразится слёдующимъ образомъ: 


Пао НАТ.ЛЬ, _ ло И -МА 


ИМИ Ту 
сткуда: 
В 
УХО ТИМ» = АИУЛИ ТУДА... 2... - (4) 


Разсиотримъ затёиъ отдельно три случая. 


Т случай. Ударъ совершенно неупрузихъ шаров». 

Въ этомъ случаф имфетъ мфсто только одинъ первый актъ уда- 
ра, т.е. шары, сблизившись, деформируются и остаются въ состо- 
яя1и деформац1и. По окончан1и удара оба шара получаютъ одну и 
ту же скорость: 

о бан -.. (5) 
`Ва основан1и уравнен1й (4) и (5), находим: 


` 
АА, = Ее РИ, 
к мя АИ 


Въ частномъ случав, кобда тИ=ли/ ‚ имфемъ: 
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ние. 


Посмотримъ, какъ изыёвяется живал сила при ударз совершек- 
но неупругихь шаровъ. Живая сила въ моментъ $. будеть: 


& к. 
о +14) › 
8 в> момевт (.: 


+ {аплит) а“ 4 пе бьиозьР. 


етих 


<® 


Разность живыхь силъ въ моменты о и 


будет: 


а 
= лиан) - 1 атоме 


або бета тит вай Зтамщьм А] дат (ии = 


ии 


. 
Я) (5). 


Отсюда видимъ, что разность между живою силою въ моменть 
чи 


вательно, при неупругомъ ударз всегда происходить померя жи- 


и живою силою въ моментъ 1, всегда положятельна, слздо- 


вой силы; по закону сохранен{я энерр?и часть живой силы пре- 
вращается въ теплоту, 

Величина того импульса, который резки:я производит при 
удар#, равна измёнен1ю количества движен!я того или другого 
шара, - она равна: 

И-М АА,, 
Подставляя ‘сюда визсто скорости ^\, найденное для нея_вн- 


рахен1е черезь м, и 5, , получим: 


о 


тату 
Аи -ищ,= Не „лилия но, ие) = пта - @ь4) 


Если бы мы знали промехутскъ времени, то раздёливь на не- 
го найденный импульсъ, мы бн опредёлили среднию величину ре- 


а а Абель 


= 359 - 
акизи. 


11 случай. Ударъ созефшенно упфузихъ шароеъ. 

Въ этоимъ случа за нервымъь актоиъ удара слёдуетъ второй 
зктф, вт точен1е котораго шары возстановляють свою вервоня- 
чальную форму, и вхъ реакцфи производятъ полохительную раба- 
зу, равную во величин отрицательной рабозё производимой ре- 
акцзей во время перваго акта. Такныъ образом, вся работа ре- 
акн?и аа время удара равна нулю; поэтому сумма живыхь силъ 
нося удара равна сумы живых сияъ до удара: 


откуда имземз: 
о = 0). .........:..4(8) 
Уравнен1я (6) ‘и (4) позволять намъь найти нензвжетныя ско- 
рости 9. и м, © ИзЪ уравиентя (4) пыземз: 
ОА 
Дёля почлевной (6) на (7), находимз: 
ни, -и тм, Е . (8) 
откуда: 


м ы + % Мо ‚ 


м0, 
Подставляя въ уравневфе (7) вызсто 0. найдевное для него 
вврахенйе черезь и; , получимз: 
ти, (м м- #27.) = 1). 
Прибавияя къ обфииъ частямь этого уравнентя но "И.Л, най- 
демъ: 
Злиьаль-9)= (унии). м), 
озкуда: р 
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Я 
АА А Зита (5-1... 
Въ частномъ случа, когда массы шаровъ равны:ти.-ми , тог- 


да: 
ти, м м9, 


, 


т.е, шары обмёниваются скоростями. 


ТТТ олучай. Ударъ не вполнь упрузихъ шаровъ.. 

Этоть случай отличается отъ предьдущаго тёыъ; что здфеь 
во время второго акта удара первоначальная форма шаровъ воз- 
становляется не вполн#, поэтому сумма работъ реакд1й за оба 
акта удара будетъ величина отрицательная и, слёдовательно, им&- 
этъ м\сто потеря живой силы. 

Вь случав совершенно упругихъ шаровъ уравненае (В) давало: 

ИМ у 
когда же шары не вполнз упруги, имземз: 

и, (и, - 5), И О 
ГД ® коэффиц1енть возстановлен1я- 


Изь уравнен1я (9) находииъ: 
ит, (и, 6) ; 
и, (о, №). 
Подставляя въ уравнен1е*(7) выёсто м, его выраженйе че- 
резъ у, получииъ: 
"5-9. = миль ля + т (м-р 


Вычитая изъ обфихь частей этого равенстна т. ‚ найдемъ: 


(п-т). 5:45) = @*® ли (мь-ль) 
откуда: 


пре и ту" 8), 


= 361 - 


Подобнымь же образомъ найдем: 


ии зо. 1 090%) 


Формулы (10) и (10, ) суть общёя для воёжъ случаевъ прямо- 
го удара шаров®: мн получииь изъ нихь скорости 9 и\,, по- 
лагая 4. ( въ случав совершенно неупругихе шаровз, и, пола- 
гая [-4 ‚ вь случав совершенно упругихъ шаров» 

Коэффицаевть возстаноавлен1я |9 спредёляется изъ опыта 
слЖдующииь образомъ: заставляюте шарикъ падать на неподвижную 
нлоскоств, которую, очевидно, можно разсматривать, какъ по- 
верхность шара безконечно большого рад1уса и безконечно боль- 
шой массы. 

Такимь образоиь, въ этомъ случа ^\'= 9, м,- @ , и форму- 


лы (10) и (10, ) даютъ намъ: 


И, ани 90') 


ц-0 сес. Г ЕТ: .( 10, ) 


Если шарикъ падаеть съ высоты й, 10, какъ изрёстно,  онъ 


упадаеть на плоскость со скоростью 
а 
5-м : 


Если по отражен1и шарикъ ноднимается на высоту й, „ТО ОНЪ, 


очевидно, отразился со скоростью 


Такимъ образомз: 


Принимая во вниман1е уравнене (10, ), находим$ 


Ке-КЬ, 
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откуда: 


НЫЕ 
Изывряя РЫсоты |, я >. ». найдемъ но этой формул коэф- 


фицзевтъь возстановлен!я. Такииъ пуземъ кайдемъ для слоновой 
кости |- 0,$, для стали К 0,5. 


Все сказанное ‘въ $ 3 о соудафенфи шаровъ можно распростра- 
нить на случай хаких® узодно иплз, если только ударф пряной, 


?.е., если соударяющуяся тёла 


не вращаются и если скорости 

(5): кв к ихь центравъ тяжести направ- 
(-) з левы по прямой, соединяющей 

вх центри. 
| Прим р%: вколачиван1е 
й * гвоздя молоткомъ. 
м 
——— 


Чертехъ 108. 


$ 4. Восой удар». 


Пусть дань дна шара, центры которыхь суть С и и (черз. 
109); массы соотвйтственко "> ит’, скорости въ начальный 
моментъ удар 1, соотв тетвенно У, и\,, а въ конечный мо- 
мент ий : им 

Скорости ©, и д, составяяютъ съ линфею цензровъ угли, 
вв равные нулю я 180°. 

Ва освованфи извфстнаго закона центръ тяизети вахждаго изъ 
этихъ шаровъ движется ‘такъ, какъ если бы въ немъ била сосре- 


дозачена вся масаё соствётетвеннато шара, и къ вему была при- 
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ложена реакнфя другого шара (остальнвый силами мн пренебрегя- 
зиз), 

Изм иене количества двяжен1я каждаго изъ нентровъ (С. ‘и 
@' жо величинв ‘и направленю равно импульсу реакц!и другоге 
шара, но эта послъдвяя все время направлена по общей нормали 
(линзи центрозъ), слёдонательно, вмпульсъ ея направленъь по 
лини пентровъ, позтому изифнен1е кольчества движеп1я, а сл&- 
довательно и измыфненёе скорости каждаго центра направлено по 
той же прямой 0’. 


ГЕ 
| 

м. 
т > 
Ге. 


Зертежъ 109. 

Иривниая лин1ю центровъ зе ось @©.., ыв можеиь, ма осна- 
ван}и только чт0 скззачнего, утверждать, Что проскцёи скорос- 
тей центровъ С и С.’ на оси 0% и 07 остаются неизывини- 
ми ва все время удара, а изыёняются лишь проекцён этих ско- 
ростей на ось (05, 


Такиыт образсиъ, ин иожомъ ваписатв: 
3.1954, 20) чаеозвьт) +5. 


зрсо5(вь У) лес, Ч), 
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вов, ) = ввоз, ), 
м. 605,0) = Чье») р 
.гоз(щ,9) = мееоз (м, М), 


щооз(щи, 2) = оз) 
По отвошензю къ проекцйямъ скоростей на ось ()°Х, прим%ни- 
мо все 10, что относится къ случаю прямого удара. 


$5. Дъйствфе удара на швердое твло, вращающееся 


зонфуфъ неподвижной оси. 


Ось вращен1я т%ла принимаемъ за ось 67: проекц1и  дёй- 
ствующей при удар силы обозначимъ черезь Х НУ десна 
координаты точки ея приложен1я черезъ 2 1,11 .ф. 

Найдемь измънен1е узловой скорости т%ла,. 

Уравнен1е вращен1я твердаго тзла вокругъ неподвижной оси 
въ данномъ случав намъ даетъ; 


И и УХ р 


ГВ ф рад1усъ инерц!и т№ла относительно оси вращен1я, 
Помножимъ 06% части этого уравнен1я на Д\ в проинтегри- 
руемъ въ предёлахь отъ $, до й ; при атомъ координаты х и 
у точки’ приложен1я силы мы вынесемъ за знаки интеграловз, счи- 
тая ихъ постоянными на томъ основанй1и, что перемщен1емъ тёла 


за время удара всегда пренебрегаеиь; получимз: 
% р 
И | 
(0) =х.ГУ-ч.[Х% 
2 (; 5) * Ух ы 


(гд8 ©, и ©, обозначаютъ угловую скорость ‘въ моменты 1. и 


+ 
И ) или 
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у) , ый -. (13) 
гда . и 5 суть проекции на оси 0, ‘и ОЧ импульса силы, 
дёйствующей при удар%. 

Уравнензе (11) выражаеть, что при дёйств:и удара на твер- 
дое т%ло, вращающееся вокруг неподвижной оси, праизведене 
момента инерцзи на приращенфе угловой скорости равно моменту 
импульса относительно оси вращен1я- 

Съ помощью уравнен1я (11) мы можемъ по даннымт: удару (им- 
‚пульсу), угловой скорости въ начал удара ‘и моменту инерци 
т%ла, опредёлить ту углавую скорость, которую 1%ло получить 
посл удара, и обратна, зная приращен\е угловой скорости за 
время удара и моментъ инерн1и т®ла, ин можемь опредёлить мо- 
менть импульса, который называют иногда "импульсивный момен- 
томъ". 

Въ частномъ случай, когда т%ло до удара находится въ поков 
(с.-0 ), мы съ помощью уравневйя (11) можемъ опредёльзь тот® 
импульсивный моменть, который нужко приложить, чтобы сообщить 
тфлу угловую скорость (>, : - онъ будетъ, очовидко, равель Л6*6), 

Перейдемъ къ опредзлен1ю того удара, котофый испытываетъ 
ось при данномъ импульсв. 

Ось вращенйя примемъ за ось ОЙ, ось @(.). направимь по 
той прямой, по которой располагается кратчайшее  разстоян1е 
между осью вращентя и даннымь иипульсоиъ. 

За точку приложен1я импульса беремф точку 5” (4,0, -ы 
въ которой иипульсъ пересёкаетъ ось (.Х, (черт. 110). 

Обозначиыъ проекцфи силы, соотвётствующей разсматриваемому 
импульсу черезз Х-0 ‚У ‚7 ; тогда уравнензя движеная пен- 
тра инерифи представятся въ видё: 
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4 -ХаХ', 
Я}-У.УчУ, | 3 5418 
РЖУЛУЛУ АЖ 


а уравнен1я момевтовъ въ вида: 


Зо ыЗ 1 У, 
к = + 5х, (13) 


У. 

У » ИЛ обозначають здЪсь провкцзи раакцзи $ В ТОЧКА 
а ы а . прозкифи раакиЗи Я, въ точив .©, ` 

Послёднимт изт уря- 
вненай (13) мы уже 
зользоналисе выше. 

Умножиих 06% части 
каждаго изъ уравнен1и 
(18) и (12) на ОД и 
проинзеграруемь въ пре- 
дфлаху отъ $, до $; . 

Вводя слёдующйя со- 
кращенныя обозначен1я 
для проекцй  импуль- 
совъ’ рвакц1й въ  точ- 
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мы получииь: | 
1.9), (©), ] ан ь 
4,-(45]-8+Ё, | Е ИН 
0- каче; 


(13') 


Ут ,-6] = 6, 
У] ы ВАА, 
А о.-)-фЗ, 


гв 5-0, >. ь 3. суть проеклфи даннаго ‘нипульса, ирило- 
женнаго 2ъ точкё Ф. 

Факъ какъ при вращен1и т$ла около оси всобще 

х &--фо, 

фр =°, 

а въ частности: 
я 9, 
з = Жо, 
то уравиен1я (12') в (13') мы можемь пероцисать въ видв; 
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Жо -оь)- аль, 
Ла, о-6\) - 4+6, ро (989 


6. лен : 


во, 
9. (©: 0) =, орз) 


Дб ориь)= 55; ь 
ГАЗ 


9- У, . 
- 6. ‘тах, 


центробъжные иоменты инерв1и- 

Зная >. 0, ий › №1. › ватвмъ 1,2 ,6 и положевае 
центоа тяжести (Хх. , Че ) мы сначала съ помощью послёдняго изъ 
уравнев1й (13") находимь приращенёе угловой ‘скорости: ®\-®., 
а подставляя найденное для него значенте въ остальныя изъ ура- 
внеи1й (13") и уравнензи (12"), найдешь боковые удары на ось 
(м, й, М) и сумиу ударавъ по оси (+ с’). 

Быведему теперь услов1я, невобходимыя и достаточныя. для то- 
го, чтобы ось тзла совершенно не испышывала удара въ то время, 


когда само т%ло ударъ получает, т.е , чтобы: 


с‚. 0 ‚ &-0, 
.0, #.0, 
с'+с". 0. 


Изъ перваго изъ урзвненйй (12) сязлуетт, что ляя этого 


пеобходиио, чтобы 
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- это услов1е выражаеть, что центръ тажеств долженъ лежать въ 
плоскости 201 , т.е. въ плоскости, проходящей черезь ось 
перпендикулярно кт направзен1ю удара. 

Второе изъ уравнев1й (12") вполнё опредёляеть ту точку, въ 
которой ударъ долженъ быть т%лу ванесекъ. : 


Въ самомф дл, это уравнез1е требуетъ, чтобы: 


„Д.х. (в. - ы.) = $ * 
во р 
и.-, я , 
слёдовазельно: 
ы р =4, 
яли ь 
а 


1.6. разстоян1е 2 должно быть равно квадрату плеча инерш1и 
т%ла относительно оси врацевзя 2%ла, раздфленному на разстоя- 
в1е центра тяжести тЪла отъ этой оси. Съь подобнкиь вырахен1- 
‚емф мы уже встрфчались, изучая колебан1е физическаго маятни- 
ка: оно есть но что иное, как разстоян1е цежду осью привваз 
й осью качан1й, т.е, приведенная длина физическаго маятника. 

Третье изъ уравневаи (12") требуеть, чтобы л-0, во такъ 
канъ и |, =О`, то необходямо, чтобы 41 == , значить випульсь 
3 должень бвть перпендикуляревт къ плоскости СОЯ ‚ 3-е. къ 
той плоскости, въ исторой заключается ось вращен1я и центрь 
тяжести. 

Наконеце, первыя дна изъ уравненай (13") требуютъ, чтобы 
ценеробажные моменты инериь Ф и Ь бьли нули, т.е., чтобы 
ось вращен1я была главною осью инерцфи т8ла вт точкё 0. 


зТВОРВТИЧЕСКАЯ НЕХАНЕКА”. 9.11. Проф. Н. В. ИВЕЕРСКТЙ. 4.24. 
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„Всё перечисленныя услов1я необходимы, но они и досиаточны, 
потому что, если они удовлетворяются, ‘то 
в, ва-0, 
6-0 , 6-0, 


б+е=0, 


Итакъ, дла того, чтобы ось вращев1я не испытывала удара, 
необходимы и достаточны слфдующ1я три услов1я 

1) Ударъ долженъ быть направлекф перпендикулярно къ пло- 
скости, проведенной черезъ ось вгращен1я и центръ тяжести =8- 
ла; 

2) ударъ должен быть расположенъ въ плоскости, перпенди- 
кулярной кз оси вращен1я и пересёкающей эту ось въ такой тач- 
к& О`, для которой ось вращен1я есть главная ось инериаи т%ла, 
и 3) разстоян1е удара отъ оси вращеня должно равняться раз- 
стоян1ю ость этой оси, какъ оси привЁса, до соотвётствующей оси 
качан1й. 

Точка приложен1я удара $? вь этоиъ случа назьвается уен- 
тромъ удара. 

Выведенныя три услов1я принимаются во ‘вБниман1е при уст- 
ройствф молотовъ. 


Прииъф®. Баллиспическай маятникъ. 

Валлистическ1й маятник - это приборе, служащай для изм&- 
рен1я скорости снаряда, 

Овь состоитъ изъ пр1емника (цилиндра, сткрьтаго со сторс- 
ны ОНОГО изъ основана), неполненнего землей и подеёшеннаго 
ври посредствв рамы къ горизонтальной оси, вокругъ которой онъ 
можеть вращаться (черт. 111). Снарядъ, вступающ1й вт прфемникъ, 
производите отклоненфе маятника, по величин& котораго нетруд- 
но найти скоросшь снаряда. 


Введемъ обозначен1я: 


в - 


Д.Е - моменть иверцфи маятника относительно оси враще- 


в1я; 
| г. раэстоян1е пентра тяжести маятника стъ оси враще- 
в1я; 
т .- масса.снаряда; 
г - скорость, съ которою снарядъ встушаеть въ цилиндръ; 
& - разстоянйе центра тяжести снаряда отъ оси; 
[6 


- угловая скорость, которую получаетъ маятнике, выве- 
денньй изъ состоян1я по- 
коя волёдств1е удара сна- 
ряда; 

& - уголь наиболь- 
шаго отклонен1я маятника. 

Количества движев1я 
снаряда въ начал и ‘въ 
конц удара равны соот- 
вёточвенно ми и м.а.%, 


‚слёдовательно, импульсе, 
который снарядь сообща- 
Чертехъ 111. етъ маятнику, равенъ: 
3 = ти— та. у 
а моменть этого импульса равенъ: 


‹ 
Дидим... 


Моменть количества движен1я ‘самого маятника, которьй въ 
начала удара имёлъ скорость нуль, ‘а въ концф получиль угловую 
скорость & ,‚-посл% удара будетъ, 'очавндно, Ч в. 

Приращен{е. момента количества движен1я, которое получиль 
маязтвикъ, должно быть равно моменту импульса: 


Жо = ии. в.лр = т. . ©; 
откуда 


ИХ 
пали Е ЕРаМУЕ | 


= зе - 


'Выразимъ угловую скорость ‹› черезъ уголъ отклонений & , 
пользуясь закономъ живой силь. 

Сила здЪсь дфиствующая, именно, сила тяжести, имфетъь по- 
зенцталь, слфдовательно, приращен1е живой силы равно разна- 
сти значенфи силовой функции въ конц и въ началё удара: 


-В 91.02: 2*+ | вы] = а 1 а -тфы- 141, 


или 
Чы* (то* №) = 9 (та *.1.4).(1- чз); 
откуда: 
62*.4 ‚ 
и 


Отсюда сл»дуетъ, что угловая скорость при одинаковыхе про- 
чихъ услов1яхь пропоризональна синусу половины угла отклонен1я 
маятника. 


Такииъ образомъ: 


›. 9. (ма + и Чи а / <. 
Е. — та би 

Ветрудво видфть, что первыя дна уславёя, необходимья и до- 

статочныя для того, чтобы ось нашего маятника не испьтьвала 


Удара, выполняются всегда; третьс же услов1е требуетъ, чтобы 


А 
--к или и + 


р 


Если и это услов1с выполнено, тогда скорость 17 выразится. 
сл%дующимъ образомъ: 


= = У Чтв + ДА) (ит. ДА). Ата - 
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ла1о конуса подъ вл4ян{+емъ силы притяжен1я 


по перпендикуляру къ оси этозо конуса, оо- 


рфашно пропорц4онально кусу разстоян4я точ- 


КИ ОШЪ ОСИ (уник 


Задача 111. Опредьлен1е давленфя, которое оки- 


зываетъ на поверхность шара двихущаяся 


ней пяжелая ‘почка ‚.,,,... 


Уфавненая равновьофя точки, находящейся на ‘ллад- 


ной повефиносми ............ 


Двихен1в точки по незладкой ‘поверхности 


ПРИМВРЗ. Прямолинейное движен1е ‘пяхелой ‘почки 


по незладкой наклонной плоскости ‚ „ 


ГЛАВА У1Т. ДВИЖЕНТВ ТОЧКИ ПО КРИВОЙ. ........- 


. $1. 


Диффефенц4альныя уравнен4я движенля и реакцая 


&риесй „сот. ое а 
Реакцая кривой . еее ть 
Довлен1е точки на нфивую........ 
Закон живой силы „еее. 
Вторая форма диффефенцаальныхь уфавненй 


жен1Я точки по неподвижной кривой ... 


Катематическуй (крузовой) маятник ......- 


1) движен1в. Опредпленйе движеная почки по ок- 


фухности въ вертикальной плоскоспи...... 


Опредпленле продолжилельности однозо разиаха . 


2) Довлвне. Опредилен1е давленля тяжелой поч- 


хи на окружности вертикальназо круза, по кото- 


й 
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фой происходить колеботельнов движенае.... 
$5. Циклоидальный маятник ‚еее 
$6. Равновво4в машерфальной почки на зладкой кри- 
О Е аль, .: ЗЫ... 
$7. Дибверенутальныя увовненфя движеная точки ‘по 
незлабкой кривой, еее ье о 


ЕИНЕТИКА СИСТВИИ ТОЧЕЕЪ- 


РЛАВА 1. СИСТЕИА ИАТЕРТАЛЬНИХЬ ТОЧЕН „еее 
Нвизипняемая система . . еее еее 
ГЛАВА ТТ. ДВЕЖЕНТЕ СИСТЕНК СВОВОДНЯХВ ИАТЕРТАЛЬНИХЬ Т0- 
САНТ Би асвео Сре; СО Е 


$1. Диффервнуфельныя уфавненфя движавая ..... 


$2: Эааача Обухова ре о и 
РЛАВА 111. ДВИИВНТЕ СИСТЕНЯ НЕСВОВОДЕЕХЬ ИАТЕРТАЛЬНИХЬ 
о ож В ор ее 


$1. Кинематичесиая связи; условуя для ‘скорости и 
УСНО: оо ыы а. ен 
$2. Общая уравненфя движен4я системы несвободныхъ 
мащеффальныхь шочекъ „еее 
$3. "Возиожныя перемпщеня" или "виртуальныя опт- 
клоненфя" тоценъ системы „еее. 
$4. Ноеальныя связи и связи съ тфензе ..... 
Уравненая системы съ К идеальными связями .. 

$5. Уравненфя равновисфя системы мавефальныхь то- 
ва Бы о И ай 
ГЛАВА 1. НАЧАЛО ВОЗНОВНЕХЬ ИВРЕМЗИЕНТЙ И НАЧАЛО Д'АЛАК- 
Е ее р а а А 
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$1. Вачало возможныхъ пефзипщенй для случая рав- 
новпоЗя одной точки „ее... .. 854 
Начало зозмохныхь перемпщенай для случая рав- 
новьофя системы точекъ „иене 259 
ПРНИВР5. Условфе равновьс{я тяжелой нити одно- 
родной плоиносши, помпмениой на двухъ пря- 
, мыхъ, сосшавляющихь узолъ съ вершикадьной 
ЯЯООКОСИИ, 5 5 > + а о ве ОИ 
$2. Вачало д' Алаибера для одной шочки и системы то- 
Ти в, > ое Васа! в по а За ОВ 
$3. Начало возможныхь первипщенфй для случая двише- 
° в4Я одной вочки и систвим точекъ.....,. 866 
ГЛАВА У. ЗАКОНЪ ДВИЖЕНТЯ ЦЕНТРА ИНЕРИТИ (или "закону 
движеня центра тяжести") РЕ иван, = 
$1. Общей законъ движеная ценафа чнеруи..... 270 
Внутренная и внпиная силы... ...- 873 
$2. Законъ сохфонвная двилен1я уентфа инерифи ИЕ т -) 
РЛАВА УТ. ЗАКОЙЪ КОНЕИТОВ АЛИ ЗАНОЙЪ ПЛОЦАДЕЙ ..., 279 
$1. Рлавный момениъ количествъ движенфя тоцекъ си- 
стемы и злавный момент сил. ........ 279 
$2. Закон% площадей или заон% моментовъ..... 280 
Частный случай. Главный иоцентъ внишнихъ силъ, 
прилохенныхх къ почкомь системы, относительно 
какой-либо оси равенъ нулю. ......... 885 
$3. "Занонъ моментовъ" или "законъ площадей" въ от- 
носищельномъ двиленфи системи по отношен1ю ъ 
чении чивфув и ое ее 
Законъ сохранен{я площадей въ относительном 
двиленфи систвмы по отновенаю къ центру инеф- 


ен а 


= 382 - 
Стр- 
ТЛАВИ ЧТ. ЗАБОНЪ ШИВОЙ СИИ... .. о. 8 


$1. Хивая сила или кинетическая энефз4я системы. . 292 

Зворена ВОО о... ро... ЗЧ. 2006 

$2. Работа сидъ, приложенных къ систем ..... 296 

$3. Законх живой силы...’ еее но в 88. 

$4. Силы, имъющая потенц4аль „ее... 901 
$5. Интезралъ живой силы. Закон сохфаненя живой 

силы. Законъ сохфанен4я полной энерзфи . :- . . 305 

РААВА УТТТ. КОИЕНТЫ ННЕВЦТИ „еее еее. «2 308 
$1. Яомениы инерцфи относительно осей, ‘проходящихъ 

черезъ начало коофдинат. Эллипсоидъ инерцфи . 310 

$2. Коменты инеруфи относительно параллельныхъ осей 316 
$3. Примпфы опредъленфя моментовъ инефуфи тълъ 0д- 

нородной плотности ..... къ ата", УВ 

1) Иоменты инерц\фи прямлозс параллелепипсда ‚ . 319 

2) Коменты инери4+и крузлазо ‘цилиндра ..... 320 

8) Иошениъ инерицёи шара... о. 328 

ГЛАВА 11. ДВИНЕНТВ ТВЕРДАГО ТВЛА ее. о. 324 

$1. Лоступательное движенфе твефдазо ппла..... 326 

$2. Вращенфе пвефдазо твла вокфузъ неподвикной оси 327 

Физичеснай маятник . „еее но и « ‹ 39 

Приведенная длина физическазо иаятника .... 331 

Обофотный маятник „еее еее, . х 333 

$3. Давлен4е вфацающазося твердазо пъла на осъ .. 333 
ПРИИВР5. Опредтлен{е давленая на ссь илжела1о 
твердето ивла, равномпрно вращающазося во- 

крузъ вертикальной оси „уе еее, 337 
$4. Свойства злавныхъ осей инеруфи врацающазлося тпт- 

Е а ат а ОЕ врача ее ОНО 
$5. Движенфе швердазо тьла, пафаллелъное неподвих - 


ной плоскости (еее... а чае 344 


ГЛАВА Х. 
$1. 
$2. 
$3. 


$4. 
$5. 
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Скольженфе, катанфе и скольжен4е, ‘соединенное 
25. КОМО ее. . 
ПРНИЗРЕ. Двихен{е иняелозо однородназо крузла- 
10 цилиндра по наклонной плоскости, пред- 
полазая, чло существуетъ трен+е мвхду ци- 
линдромъ и плоскостью „еее уве 
сс ЛР Е а РЯ 
Измпнвнфе количества двилен4я и импульсъ силы 
Удар» точки о поверхность .......... 
Соубаренто поровит а. . "д ъожь нь 
Случай 1. Ударъ совершенно не упрутихъ шаровъ 
Случай ТТ. Ударъ совершенно упризихъ шаровъ . 
Случай 111. Ударъ не вполнп упрузихъ шаровъ . 
о ИР А ак ие 
Дъйствфе удара на твердое ппло, вращающееся 
вокруз% неподвижной оби „еее... 


Баллистичвскай маятник „..........ь 
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